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บทที่ 1
บทนำ

ในการศึกษาอิสระครั้งนี้ เราศึกษาวิธีการใหม่ในการหาค่ารากของพหุนามดีกรี 4 และ

นำไปประยุกต์ใช้กับปัญหาการหาค่าสูงสุดและต่ำสุดของฟังก์ชัน Φ(x) = (x− b)TA(x− b)

บนทรงกลม เมื่อกำหนดให้ xTx = 1 โดยที่ A เป็นเฮอร์มิเทียนเมทริกซ์ขนาด 2 x 2 และ

b ∈ R2

ในปี ค.ศ.1965 Forsythe และ Golub ได้ศึกษาเกี่ยวกับจุดหยุดนิ่งของฟังก์ชัน

Φ(x) = (x− b)TA(x− b)

บนทรงกลม xTx = 1 ซึ่งสามารถหาค่าสูงสุดและต่ำสุดของฟังก์ชันได้ โดยงานวิจัยดังกล่าวได้

กำหนด A เป็นเมทริกซ์เฮอร์มิเทียนขนาด n× n และ b ∈ Rn ซึ่งโดยหนึ่งในขั้นตอนการ

หาค่าสูงสุดและต่ำสุดของฟังก์ชันใช้ความรู้ในการแก้สมการพหุนามที่มีดีกรีค่อนข้างสูง ซึ่งใน

ปัจจุบันการคำนวณหาค่าสมการดังกล่าวอาจจะใช้โปรแกรมทางคณิตศาสตร์ในการคำนวณ

Amir Fathi และ Nastaran Sharifan ได้ศึกษาค้นคว้าเกี่ยวกับพหุนามที่มีดีกรีสูง

เนื่องจากในปัจจุบันพหุนามหรือสมการพหุนามนั้นมีบทบาททั้งใน คณิตศาสตร์ วิทยาศาสตร์

เคมี ฟิสิกส์ และ เศรษฐศาสตร์ ซึ่งสามารถนำไปใช้แก้ปัญหาได้อย่างกว้างขวาง ตั้งแต่โจทย์

ปัญหาพื้นฐานไปจนถึงปัญหาที่มีความซับซ้อนของวิทยาศาสตร์ ทว่าในปัจจุบันยังไม่มีสูตรใน

การหาสมการพหุนามที่มีดีกรีมากกว่าสามได้ พวกเขาจึงคิดค้นสูตรในการหาค่ารากของพหุนาม

ดีกรี 4 ขึ้นเพื่อใช้ในการแก้ปัญหาเหล่านั้น

ในบทที่ 2 จะกล่าวถึง ความรู้พื้นฐานที่จำเป็นต้องใช้ในการศึกษาอิสระในครั้งนี้

บทที่ 3 จะกล่าวถึงการการหาค่าสูงสุดและต่ำสุดของพหุนามดีกรี 2 บนทรงกลม 1 หน่วย ใน

ส่วนของบทที่ 4 นั้นจะเป็นวิธีการหาค่าร่ากของพหุนามดีกรี 3 และ 4 และบทที่ 5 จะเป็น

การประยุกต์ใช้วิธีการหาค่ารากของพหุนามดีกรี 4 กับปัญหาการหาค่าสูงสุด และ ต่ำสุดของ

ฟังก์ชัน Φ(x) = (x− b)TA(x− b)บนทรงกลม xTx = 1 โดยที่ A เป็นเฮอร์มิเทียนเมทริกซ์

ขนาด 2 x 2 และ b ∈ R2



บทที่ 2
ความรู้พื้นฐาน

การศึกษาหัวข้อในเอกสารนี้ เราได้ศึกษาความรู้พื้นฐานที่่จำเป็นต่างๆดังต่อไปนี้

2.1 ปริภูมิผลคูณภายใน

บทนิยาม 2.1.1 [4] ให้ F เป็นฟิลด์ (field) และ X เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตว่าง เราจะเรียกเซต X

ว่าเป็น ปริภูมิเวกเตอร์ (Vector space) ก็ต่อเมื่อ มีการดำเนินการภายใต้การบวก เขียนแทน

ด้วย + และ การคูณด้วยสเกลาร์ เขียนแทนด้วย · บนเซต X ซึ่งมีคุณสมบัติ ดังต่อไปนี้

สำหรับทุกๆ x, y, z ∈ X และ α, β ∈ F

(1) x+ y ∈ X และ x+ y มีเพียงค่าเดียวเท่านั้น

(2) x+ y = y + x

(3) x+ (y + z) = (x+ y) + z

(4) จะมีสมาชิกใน X ซึ่งเขียนแทนด้วย 0 และจะเรียกว่า เวกเตอร์ศูนย์ เพียงตัวเดียวเท่านั้น

ที่ทำให้ 0 + x = x = x+ 0

(5) จะมีสมาชิกใน X ซึ่งเขียนแทนด้วย −x เพียงตัวเดียวเท่านั้นที่ทำให้

(−x) + x = 0 = x+ (−x)

(6) α · x ∈ X และ α · x มีเพียงค่าเดียวเท่านั้น

(7) α(β · x) = (αβ) · x

(8) 1 · x = x

(9) α · (x+ y) = α · x+ α · y

(10) (α + β) · x = α · x+ β · x

เราจะเรียก (X,+, ·) ว่าเป็น ปริภูมิเวกเตอร์บนฟิลด์ F (Vector Space Over Field F )

และจะเรียกสมาชิกในฟิลด์ F ว่า สเกลาร์ (Scalar)

บทนิยาม 2.1.2 [4] ให้ V เป็นปริภูมิเวกเตอร์บนจำนวนจริงที่มี 0 เป็นเวกเตอร์ศูนย์และ

กำหนดให้ S = {v1, v2, . . . , vn} ⊆ V และ vi 6= vj เมื่อ i 6= j จะกล่าวว่า S เป็นอิสระเชิง

เส้น (Linear independence) ก็ต่อเมื่อ ถ้า α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvn = 0 แล้วเราจะได้ว่า

α1 = α2 = . . . = αn = 0 และถ้าไม่เป็นเช่นนี้ จะกล่าวว่า S ไม่เป็นอิสระเชิงเส้น (Linear

dependence) ก็ต่อเมื่อ มีสเกลาร์ αi 6= 0,∃i ∈ {1, 2, . . . , n} ที่ทำให้ α1v1 + α2v2 + . . .+

αnvn = 0



3

บทนิยาม 2.1.3 [4] ปริภูมิผลคูณภายใน (Inner product space)

กำหนดให้ X เป็นปริภูมิเวกเตอร์ และให้ 〈· , · 〉 : X ×X → R สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้

(1) 〈x, x〉 ≥ 0 สำหรับทุก x ∈ X

(2) 〈x, x〉 = 0 ก็ต่อเมื่อ x = 0

(3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 สำหรับทุกๆ x, y ∈ X

(4) 〈αx+ y, z〉 = α〈x, z〉+ 〈y, z〉 สำหรับทุก x, y, z ∈ X และทุก α ∈ F

เราเรียก 〈x, y〉 ว่า ผลคูณภายในของ x กับ y และเรียกคู่อันดับ (X, 〈· , · 〉) ว่า ปริภูมิผลคูณ

ภายใน

บทนิยาม 2.1.4 [4] ให้ (X, 〈·, ·〉) เป็นปริภูมิผลคูณภายใน S ⊆ X จะเรียกว่า เซตเชิงตั้ง

ฉากปกติ (Orthonormal set) ก็ต่อเมื่อ สำหรับทุกๆ x, y ∈ S

〈x, y〉 =

0;x 6= y

1;x = y

ทฤษฎีบท 2.1.5 [4] กำหนดให้ (X, 〈·, ·〉) เป็นปริภูมิผลคูณภายใน ถ้า x1, x2, . . . , xn+1

เป็น เวกเตอร์ที่อิสระเชิงเส้นต่อกัน แล้วจะมี T ∗ = {x∗1, . . . , x∗n+1} เป็นเซตเชิงตั้งฉากปกติ

เมื่อ

x∗k =
yk
‖yk‖

เมื่อ

yk = xk −
k−1∑
i=1

〈xk, x∗I〉x∗I

สำหรับทุกๆ k = 1, 2, . . . , n+ 1

ทฤษฎีบท 2.1.6 [4] อสมการชวาร์ซ (The Schwarz Inequality)

ให้ (X, 〈·, ·〉) เป็นปริภูมิผลคูณภายใน และ x1, x2 ∈ X จะได้ว่า

|〈x1, x2〉|2 ≤ 〈x1, x1〉〈x2, x2〉

ในกรณีเฉพาะสมการด้านบนเป็นจริง ก็ต่อเมื่อ x1 และ x2 ไม่เป็นอิสระเชิงเส้น

บทตั้ง 2.1.7 [4] อสมการโฮลเดอร์ (Holder’s Ineqality)

ให้ x, y ∈ Rn ถ้า p > 1 และ 1
p

+ 1
q

= 1 แล้ว

n∑
k=1

|xkyk| ≤ (
n∑

k=1

|xk|p)
1
p (

n∑
k=1

|yk|q)
1
q
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บทนิยาม 2.1.8 [4] ปริภูมินอร์ม (Normed space)

ให้ X เป็นปริภูมิเวกเตอร์ และให้ ‖ · ‖ : X −→ R สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้

(1) ‖x‖ ≥ 0 สำหรับทุกๆ x ∈ X

(2) ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0 สำหรับทุกๆ x ∈ X

(3) ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ สำหรับทุกๆ x ∈ X และ ทุกๆ α ∈ R

(4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ สำหรับทุกๆ x, y ∈ X

เราเรียก ‖x‖ ว่านอร์มหรือขนาดของ x และเรียกคู่อันดับ (X, ‖ · ‖) ว่า ปริภูมินอร์ม

ทฤษฎีบท 2.1.9 [4] ให้ (X, 〈·, ·〉) เป็นปริภูมิผลคูณภายใน กำหนดให้ ‖x‖ =
√
〈x, x〉

สำหรับทุกๆ x ∈ X แล้ว (X, ‖ · ‖) เป็นปริภูมินอร์ม

2.2 ค่าเฉพาะและเวกเตอร์เฉพาะ

บทนิยาม 2.2.1 [2] ให้ A เป็นเมทริกซ์จัสตุรัสมิติ n× n จะเรียก A ว่าเป็น เมทริกซ์เฮอร์

มิเทียน (Hermitian matrix) ก็ต่อเมื่อ A = A∗ และ A∗ = Ā
T เมื่อ Ā เป็นสังยุคของจำนวน

เชิงซ้อน A จะพบว่า A เป็นเมทริกซ์เฮอร์มิเทียน ก็ต่อเมื่อ A มีคุณสมบัติดังต่อไปนี้

(1) A เป็นเมทริกซ์จัตุรัส

(2) ทุกๆสมาชิกบนทแยงมุมหลักเป็นจำนวนจริง

(3) สมาชิกที่สมมาตรกัน โดยเฉพาะมีสมาชิกบนทแยงมุมหลักเป็นแกนสมมาตร จะเป็นสัง

ยุคซึ่งกันและกัน

บทนิยาม 2.2.2 [2] ให้ A เป็นเมทริกซ์มิติ n × n และค่าจำนวนจริง λ จะเรียกว่า ค่าเฉพาะ

(eigenvalue) ของเมทริกซ์ A ถ้ามีเวกเตอร์ x ที่ไม่เป็นเวกเตอร์ศูนย์ใน Rn ที่ทำให้

Ax = λx

และเรียกเวกเตอร์ x ว่าเป็น เวกเตอร์เฉพาะ (eigenvector) ของค่าเฉพาะ λ ให้ λ เป็นค่า

เฉพาะของ n× n เมทริกซ์ A และ x เป็นเวกเตอร์เฉพาะที่ทำให้

Ax = λx

Ax = λInx

(λIn − A)x = 0

จากสมการ Ax = λx มีผลเฉลยไม่เท่ากับศูนย์ก็ต่อเมื่อ det(λIn − A) = 0 และเรียกว่า

สมการลักษณะเฉพาะ (Characteristic equation) ของ A
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ทฤษฎีบท 2.2.3 [2] ให้ A เป็นเมทริกซ์จัสตุรัสมิติ n × n และให้ λ เป็นค่าเฉพาะของ A

และ x เป็นเวกเตอร์เฉพาะที่สมนัยกับค่า λ แล้ว λ จะเป็นค่าเฉพาะของเมทริกซ์ P−1AP

และเวกเตอร์เฉพาะที่สมนัยกับ x
′
= p−1x เมื่อ P เป็นเมทริกซ์จัตุรัสมิติ n× n

ทฤษฎีบท 2.2.4 [2]ให้ A เป็นเมทริกซ์จัสตุรัสมิติ n× n จะได้ว่าข้อความต่อไปนี้สมมูลกัน

(1) A สามารถแปลงเป็นเมทริกซ์ทแยงมุมเชิงตั้งฉากได้

(2) v1, v2, . . . , vn เป็นเซตเชิงตั้งฉากปกติ เมื่อ vi เป็นเวกเตอร์เฉพาะ A

(3) A เป็นเมทริกซ์สมมาตร

2.3 ทฤษฎีบทตัวคูณลากรองจ์ (lagrange multiplier)

ทฤษฎีบทตัวคูณลากรองจ์ (lagrange multiplier) [6]

กำหนดให้ f : Rn −→ R และ h : Rn −→ R และให้ x∗ เป็นค่าต่ำสุดเฉพาะของฟังก์ชัน

f ภายใต้เงื่อนไข h(x) = 0 และสมมติ Oh1(x∗), . . . ,Ohm(x∗) เป็นอิสระเชิงเส้น

λ∗ = (λ∗1, . . . , λ
∗
m) จะเรียกว่า เวกเตอร์ตัวคูณลากรานจ์ ที่ทำให้สมการ

Of(x∗) +
m∑
i=1

λ∗iOh1(x
∗) = 0

เป็นจริง

หมายเหตุ O คือ เกรเดียนต์ของ h

ตัวอย่าง 2.3.1 กำหนดให้ f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 จงหาค่าต่ำสุดหรือสูงสุดของฟังก์ชั่น f

ภายใต้เงื่อนไข h(x, y, z) = 4x+ 2y − 2z − 4 = 0

การพิสูจน์ จากสมการ h(x, y, z) = 4x+ 2y − 2z − 4 = 0 จะได้

Oh(x, y, z) =


4

2

−2

 6= 0

สำหรับทุกๆ x, y, z ∈ R จาก

Of(x∗) + λ∇h(x∗) = 0

จะได้ 
2x

2y

2z

 = λ


4

2

−2

 =


4λ

2λ

−2λ
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นั่นคือ

x = 2λ

y = λ

z = −λ

จากสมการ h(x, y, z) = 4x+ 2y − 2z − 4 = 0 จะได้

4(2λ) + 2(λ)− 2(−λ)− 4 = 0

12λ = 4

λ =
1

3

ดังนั้น x = 2
3
, y = 1

3
, z = −1

3
เมื่อแทนค่าใน

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

= (
2

3
)2 + (

1

3
)2 + (−1

3
)2

=
4 + 1 + 1

9

=
6

9

≈ 0.667

ต่อไปจะพิจารณา f(x, y, z) ที่จุด (2
3
), (1

3
), (−1

3
) มีค่าเป็นจุดต่ำสุดหรือสูงสุด โดยเลือกจุด

(0, 0,−2) ซึ่งสอดคล้องกับ h(x, y, z) = 4x+ 2y − 2z − 4 = 0 จะได้ว่า

h(x, y, z) = 4(0) + 2(0)− 2(−2)− 4

= 0 + 0 + 4− 4

= 0

จะเห็นได้ว่า f(2
3
, 1
3
,−1

3
) > f(0, 0,−2) นั่นคือ f มีค่าสูงสุด ที่จุด (2

3
, 1
3
,−1

3
) 2
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2.4 จำนวนเชิงซ้อนและคุณสมบัติบางประการ

จากหัวข้อของการศึกษาอิสระในครั้งนี้ เราจะทำการหาค่าของพหุนามดีกรี 4 ซึ่งค่าที่หาได้มี

ทั้งค่าที่เป็นจำนวนจริงและค่าที่อยู่ในรูปของจำนวนเชิงซ้อน ดังนั้นเราจึงจะกล่าวถึงความรู้พื้น

ฐานในการหาค่ารากที่ n ของจำนวนเชิงซ้อน โดยสูตรบทของเดอมัวร์

ทฤษฎีบท 2.4.1 [1] ถ้า z = r(cos θ + i sin θ) เป็นจำนเชิงซ้อนใดๆ และ n เป็นจำนวน

เต็ม จะได้ว่า zn = rn(cosnθ + i sinnθ)

หมายเหตุ ถ้า z = r(cos θ+i sin θ) และ r = 1 จะได้ (cos θ+i sin θ)n = cosnθ+i sinnθ,

(n = 0,±1,±2, ...) ซึ่งเรียกว่า สูตรของเดอมัวร์ (De Moivre’s Formula) การหารากที่ n

ของจำนวนเชิงซ้อน

บทนิยาม 2.4.2 [1] ถ้า n เป็นจำนวนเต็มบวก z และ w เป็นจำนวนเชิงซ้อน ซึ่ง wn = z

จะกล่าวว่า w เป็นรากที่ n ของ z

ดังนั้น wn = z และ sn = r และ nφ = θ + 2kπ

s = r
1
n และ φ =

θ + 2kπ

n

ดังนั้น w = n
√
r(cos

θ + 2kπ

n
+ i sin

θ + 2kπ

n
, (k = 0, 1, 2, ..., n− 1)



บทที่ 3

การหาค่าสูงสุดและต่ำสุดของพหุนามดีกรี 2
บนทรงกลม 1 หน่วย

ในหัวข้อนี้เราจะกล่าวถึงการค่าหาสูงสุดและต่ำสุดของพหุนามดีกรี 2 บนทรงกลม

โดยกำหนด ให้ A เป็นเมทริกซ์สมมาตรมิติ n×n โดยที่ b ∈ R และกำหนดให้ Φ : Rn −→ R

สำหรับ ทุกๆ x ∈ Rn ซึ่ง

Φ(x) = (x− b)TA(x− b)

พิจารณาหาค่าสูงสุดและต่ำสุดได้จาก x ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไข xTx ≤ 1

บทนิยาม 3.1 [2] กำหนดให้ f เป็นฟังก์ชันค่าจริงตัวแปรเดียว และจุด d เป็นจุดในโดเมน

โดยที่จุด (d, f(d)) เป็น จุดนิ่ง (Stationaty) ก็ต่อเมื่อ อนุพันธ์ของ f ที่ d มีค่าเท่ากับ 0 ใน

กรณีที่ f เป็นฟังก์ชันค่าจริงของตัวแปร x1, x2, . . . , xn และจุด (d1, d2, . . . , dn) เป็นจุดในโด

เมน จุด (d1, d2, . . . , dn, f(d1, d2, . . . , dn)) เป็นจุดนิ่งก็ต่อเมื่อ อนุพันธ์ย่อยของ f เทียบกับ

xi ณ จุด (d1, d2, . . . , dn) มีค่าเท่ากับ 0 ทุก i = 1, 2, . . . , n

บทตั้ง 3.2 [5] กำหนดให้ x ∈ Rn และ xTx แล้ว Φ(x) เป็นจุดนิ่งก็ต่อเมื่อมี λ เป็นจำนวน

จริง โดยที่ λ = λ(x) แล้วทำให้

A(x− b) = λx (3.1)

xTx = 1 (3.2)

บทนิยาม 3.3 [5] สเปตรัม (spectrum) ของ (A, b) คือ λ : λ ∈ R ซึ่งทำให้ x สอดคล้อง

กับ (3.1) และ (3.2) นั่นคือ (x,Φ(x)) เป็นจุดนิ่ง

จาก A เป็นเมทริกซ์สมมาตร ดังนั้นจะได้ว่าจะมี λ1 ≤ . . . ≤ λn เป็นค่าลักษณะเฉพาะที่เป็น

จำนวนจริงของ A และให้ u1, . . . , un เป็นเซตเชิงตั้งฉากปกติของเวกเตอร์เฉพาะ ซึ่งสมนัย

กับค่าลักษณะเฉพาะของ λi ดังนั้น Aui = λiui, i = 1, . . . , n จะได้ว่า

Φ(x) = (x− b)TA(x− b) =
n∑
i=1

(xi − bi)2λi (3.3)

จาก A(x− b) จะได้ว่า
n∑
i=1

(λi − Λ)xiui =
n∑
i=1

λibiui (3.4)
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บทตั้ง 3.4 [5] สเปกตรัมของ (A, b) คือค่าของจำนวนจริงที่ทำให้ฟังก์ชันของจำนวนจริง

g(λ) =
n∑
i=1

λ2
i |b2

i |
(λi − Λ)2

= 1 (3.5)

และค่าลักษณะเฉพาะของ A ซึ่งทำให้ g(λk) ≤ 1 ในกรณีเฉพาะ

เราจะนิยามว่า (0/0 = 0, 1/0 =∞)

ต่อไปเราจะแสดงการพิศูจน์บทตั้ง 3.4 เนื่องจากเราจำเป็นต้องใช้การพิสูจน์นี้

เพื่อศึกษาผลในขั้นถัดไป

การพิสูจน์ จาก (3.4) สรุปได้ว่า

(λi − Λ)xi = λibi, i = 1, . . . , n (3.6)

กำหนดให้เซต I = i : λibi = 0 จาก (3.6) จะได้ว่า

xi =
λibi
λi − Λ

, i /∈ I (3.7)

(λi − Λ)xi = 0 , i ∈ I (3.8)

เมื่อพิจารณาค่า Λ ∈ {λi : i /∈ I} ดังนั้น λibi 6= 0 จากสมการ (3.6) จะได้ว่า 0 = λibi

จึงเกิดข้อขัดแย้ง นั่นคือ Λ ∈ {λi : i /∈ I} ไม่เป็นสเปกตรัมของ (A, b) ได้

และเมื่อพิจารณา ให้ Λ /∈ {λi : i = 1, . . . , n} จาก (3.7) และ (3.8) จะได้ว่า

xΛ
i =

λibi
λi − Λ

, i /∈ I (3.9)

xΛ
i = 0 , i ∈ I (3.10)

จะได้ว่า Λ เป็นสเปกตรัมก็ต่อเมื่อ

(xΛ)TxΛ =
∑
i/∈I

λ2
i |b2

i |
(λi − Λ)2

= 1 (3.11)

ดังนั้น สเปกตรัมของ (A, b) คือค่าลักษณะเฉพาะของ A ซึ่งทำให้ g(λk) ≤ 1 โดยที่ Λ = λj

สำหรับบาง j ∈ I นั่นคือ λibi = 0 กำหนดให้ I(λj) = {i : λi=λj} และพิจารณา 2 กรณีคือ

กรณีที่ 1 ถ้า I(λj) ∩ {i : λibi 6= 0} 6= φ แล้ว λj ∈ {λi : i /∈ I}

จากที่แสดงข้างต้นเราพบว่า λj ไม่สามารถเป็นสเปกตรัมของ (A, b) ได้
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กรณีที่ 2 ถ้า I(λj) ∩ {i : λibi 6= 0} = φ แล้ว I(λj) ⊂ I ซึ่งกรณีนี้จะได้ว่า

xΛ
i =

λibi
λi − Λ

, i /∈ I (3.12)

xΛ
i = 0 , i ∈ I − I(λj) (3.13)

xΛ
i ∈ R , i ∈ I(λj) (3.14)

และจาก

(xλj)Txλj =
∑
i/∈I

λ2
i |b2

i |
(λi − Λ)2

+
∑
i∈I(λj)

|xλji |2 = 1 (3.15)

ดังนั้นจะได้ว่า λj จะเป็นสเปตรัมของ (A, b) ก็ต่อเมื่อ

g(Λj) =
∑
i/∈I

λ2
i |b2

i |
(λi − Λ)2

≤ 1

2

ทฤษฏีบท 3.5 [5] ให้สเปกตรัมของ (A, b) คือจำนวน {Λ1, . . . ,Λp} ซึ่ง Λ1 < . . . < Λp

Φ(xΛ1) = Λj + Λj

∑
i/∈I

λi|bi|2

λi − Λj

(3.16)

และ Φ(xΛ1) < . . . < Φ(xΛp)

การพิสูจน์ ดูรายละเอียดได้จาก [4]

ทฤษฎีบท 3.6 [5] ถ้า maxiλi ≤ 0 และ
∑

λi<0 |bi|2 ≤ 1 แล้ว ค่าสูงสุดของ Φ(x) มีค่าเป็น

0 และ ถ้า miniλi ≥ 0 และ
∑

λi>0 |bi|2 ≤ 1 แล้ว ค่าต่ำสุดของ Φ(x) มีค่าเป็น 0 ถ้าไม่สอด

คล้องเงื่อนไขดังกล่าว เราพบว่า ค่าสูงสุดของ Φ(x) มีค่าเป็น Φ(xΛp) และ ค่าต่ำสุดของ Φ(x)

มีค่าเป็น Φ(xΛ1) ตามลำดับ

การพิสูจน์ ดูรายละเอียดได้จาก [4]

เนื่องจากในทฤษฎีบท 3.5 และ 3.6 เราสามารถแทนค่าเพื่อหาค่าสูงสุดและต่ำสุด

ของฟังก์ชันได้เลย ดังนั้นเราจึงจะไม่กล่าวถึงการพิสูจน์ทฤษฎีบททั้งสองทฤษฎีบทนี้



บทที่ 4
การหาค่าพหุนามดีกรี 3 และ 4

4.1 การหาค่าพหุนามดีกรี 3

พิจารณา ay3 + by2 + cy + d = 0 เป็นสมการพหุนามดีกรีสาม กำหนดให้

y = x− b

3a
(4.1)

แล้วจะได้

x3 + px+ q = 0 (4.2)

โดยที่

p = − b2

3a2
+

c

a

q =
2b3

27a3
− bc

3a2
+

d

a

เมื่อกำหนดให้ x = u+ v แทนค่าใน (4.2)

u3 + v3 + 3uv(u+ v) + p(u+ v) + q = 0 (4.3)

และสามารถสรุปได้ว่า u และ v จะต้องมีเงื่อนไขดังต่อไปนี้ จึงจะทำให้สมการเป็นจริง

u3 + v3 = −q (4.4)

uv = −p

3
=⇒ u3 × v3 = −p3

27
(4.5)

สมการดังต่อไปนี้มีค่าราก คือ u3 และ v3

x2 − (u3 − v3)x+ u3v3 = 0 (4.6)

แทนค่า (4.4) และ (4.5) ลงใน (4.7)

x2 + qx− p3

27
= 0 =⇒ (4.7)
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โดยที่

u =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
(4.8)

v =
3

√
−q

2
−

√
q2

4
+

p3

27
(4.9)

x = u+ v =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
+

3

√
−q

2
−
√

q2

4
+

p3

27
(4.10)

ผู้อ่านสามารถอ่านรายละเอียดเพิ่มเติมได้จาก [3]

ตัวอย่าง 4.1.1 จงหาค่ารากของสมการ y3 + 12y2 + 54y + 68 = 0

วิธีทำ กำหนดให้ y = x− 12

3(1)
และทำให้ได้ x3 + 6x− 20 = 0

จะได้ว่า u =
3
√
10 + 6

√
3 และ v =

3
√
10− 6

√
3

จาก สูตรของเดอมัวร์ เราจะได้ค่ารากของ u และ v ซึ่งแสดงดังตารางดังนี้

ค่าราก u1 = 2.7 u2 = −
2.7

2
+ i

2.7
√
3

2
u3 = −

2.7

2
− i

2.7
√
3

2

v1 = −0.7 2 -2.1+i1.4
√
3 -2.1-i1.4

√
3

v2 =
0.7

2
− i

0.7
√
3

2
2.6+i0.6

√
3 1+i(

√
3) -1

v3 =
0.7

2
+ i

0.7
√
3

2
2.6-i0.6

√
3 1 -1-i(

√
3)

เมื่อนำไปแทนค่าในสมการ (4.4) เราจึงได้ 3 ค่าที่สอดคล้องกับสมการดังนี้

x1 = 2

x2 = 1 + i(
√
3)

.0x3 = −1− i(
√
3)

และทำให้ได้ว่า y = −2,−5 +
√
3i และ −5−

√
3i 2
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4.2 การหาค่าพหุนามดีกรี 4

รูปแบบของสมการพหุนามดีกรีสี่คือ

ay4 + by3 + cy2 + dy + e = 0 (4.11)

ในขั้นที่หนึ่ง เราจะลดรูปของสมการด้วยการ แทนค่า

y = x− b

4a
(4.12)

ลงใน (4.11) และจะได้สมการ

x4 + px2 + qx+ s = 0 (4.13)

โดยที่

p = − 3b2

8a2
+

c

a

q =
b3

8a3
− bc

2a2
+

d

a

s = − 3b4

256a4
+

b2c

16a3
− bd

4a2
+

e

a

ขั้นที่สอง กำหนดให้ x = u+ v + s จะได้ว่า

(u+ v + s)4 + p(u+ v + s)2 + q(u+ v + s) = 0 (4.14)

และจะได้ว่า

u4 + v4 + s4 + 4v3s+ 4vs3 + 4u3v + 4u3s+ 4uv3 + 4us3 +

6u2v2 + 6u2s2 + 6v2s2 + 8uvs2 + 4uvs2 + 8uv2s+ 4uv2s+ 8u2vs+

4u2vs+ p(u2 + v2 + s2) + 2p(uv + us+ vs) + q(u+ v + s) + s = 0 (4.15)

จากสมการข้างต้นสามารถทำให้เกิดสามสมการ

สมการแรกคือ

8uvs2 + 8uv2s+ 8u2vs+ q(u+ v + s) = 0 (4.16)

uvs = −q

8
(4.17)
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จากสมการ (4.15) จะได้ว่า

u4 + v4 + s4 + 4(u4 + v4 + s4)(uv + us+ vs) +

p(u4 + v4 + s4) + 2p(uv + us+ vs) + s+

6(u2v2 + u2s2 + v2s2) = 0 (4.18)

จะได้สมการที่สอง คือ

u2 + v2 + s2 = −p

2
(4.19)

จากนั้นแทนสมการที่สองที่เราได้ใน (4.18) จะได้

(u4 + v4 + s4)− p2

2
+ s+ 6(u2v2 + u2s2 + v2s2) = 0 (4.20)

และสอดคล้องกับสมการต่อไปนี้

u2 + v2 + s2 = −p

2

(u2 + v2 + s2)2 = (−p

2
)2

u4 + v4 + s4 + 2(u2v2 + u2s2 + v2s2) =
p2

4

ถ้ากำหนดให้

u4 + v4 + s4 = A

u2v2 + u2s2 + v2s2 = B

A+ 2B =
p2

4
(4.21)

แทนค่า A และ B ในสมการ (4.20) เราจะได้สมการดังนี้

A+ 6B =
p2

4
− s (4.22)

จากนั้นเราจะแก้สองสมการโดยการหาจากสมการ (4.21) และ (4.22) จะได้

B =
p2

16
− s

4
= u2v2 + u2s2 + v2s2 (4.23)

A =
p2

8
= u4 + v4 + s4 (4.24)
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จากสมการจะเห็นได้ว่า

B2 = u4v4 + u4s4 + v4s4 + 2u2v2s2(u2 + v2 + s2)

B2 = u4v4 + u4s4 + v4s4 +
2q

64
× (−p

2
)

B2 +
q2p

64
= u4v4 + u4s4 + v4s4 (4.25)

จากสมการที่ (4.17) จะได้ว่า

uvs = −q

8
=⇒ u4v4s4 = (

a

8
)4 (4.26)

และจากสมการที่ (4.24) , (4.25) และ (4.26) เราสามารถกำหนดพหุนามดีกรีสามที่มีค่าราก

เป็น u4 , v4 และ s4 และโดยการใช้วิธีการหาค่ารากของพหุนามดีกรีสามที่ได้กล่าวไปแล้ว เรา

สามารถกำหนดพหุนามดีกรีสามได้ตามสมการด้านล่างนี้

N3 + (u+ v + s)N2 + (uv + us+ vs)N − (uvs) = 0

N3 − (
p2

8
+

s

2
)N2 + [(

p2

16
+

s

4
)2 +

q2p

64
]N − (

q

8
)4 = 0 (4.27)

โดยที่ N1 = u4, N2 = v4, N3 = s4 และจะได้ว่า

x = 4
√

N1 +
4
√

N2 +
4
√

N3

ผู้อ่านสามารถอ่านรายละเอียดเพิ่มเติมได้จาก [3]

ตัวอย่าง 4.2.1 [3] x4 + 8x+ 4 = 0

จะได้ว่า a = 1, b = 0, c = 0, d = 8 และ e = 4

กำหนดให้ x = y − b

4a
เราจะได้ y4 ++8x+ 4 = 0

จากสมการ (4.27) จะได้ว่า

N3 − (
p2

8
+

s

2
)N2 + [(

p2

16
− s

4
)2 +

q2p

64
]N − (

q

8
)4 = 0

N3 − 2N2 +N − 1 = 0

จากนั้นเราจะนำสมการ N3 − 2N2 +N − 1 ไปหาค่า N ในสูตรของพหุนามดีกรี 3

N1 = 1.7549

N2 = 0.1226 + 0.757i

N3 = 0.1226− 0.757i
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เนื่องจาก N1 = u4, N2 = v4 และ N3 = s4 ดังนั้น

u4 = 1.7549

v4 = 0.1226 + 0.757i

s4 = 0.1226− 0.757i

จากนั้นแปลงให้อยู่ในรูปของพิกัดเชิงขั้วและใช้สูตรของเดอมัวร์ในการหารากที่ 2 ของจำนวน

ดังกล่าว นำค่าที่ได้ไปตรวจสอบเงื่อนไข (4.19)

u2 = 1.3247,−1.3247

v2 = 0.6624 + 0.5621i, 0.6624 + 0− 5621i

s2 = 0.6624− 0.5621i, 0.6624 + 0.5621i

นำค่าที่ได้ไปแทนค่าในสมการ (4.19) เพื่อให้สอดคล้องกัน

จะได้ว่า

u2 = 1.3247

v2 = −0.6224− 0.5621i

s2 = −0.6224− 0.5621i

หาค่ารากครั้งที่สองโดยใช้สูตรของเดอมัวร์เช่นเดียวกันกับครั้งแรก

u = 1.15095,−1.15095

v = 0.3210 + 0.8749i,−0.3210− 0.8749

s = 0.31210− 0.8749,−0.31210 + 8.749i

จาก x = u+ v + s เราจะได้ค่าจากการบวกสามจำนวนโดยสามารถจับคู่บวกกันได้ทั้ง

หมด และนำค่าเหล่านั้นไปแทนค่าในสมการ y = x− b

4a
เนื่องจากโจทย์ของตัวอย่าง

b = 0 จะได้ว่า y = x เราจะได้ค่า x ทั้ง 4 จำนวน ได้แก่

x1 = −1.7929

x2 = −0.5081

x3 = 1.1510 + 1.75i

x4 = 1.1510− 1.75i

2



บทที่ 5
รากของพหุนามดีกรี 4 และการประยุกต์ใช้

ให้ A เป็นเมทริกซ์สมมาตร มิติ 2× 2 และ b ∈ R2

กำหนดให้ Φ : R2 −→ R โดยสำหรับทุกๆ x ∈ R ซึ่ง

Φ(x) = (x− b)TA(x− b)

= (x1 − b1)2λ1 + (x2 − b2)2λ2

พิจารณาหาค่าสูงสุดและต่ำสุดภายใต้ x สอดคล้องเงื่อนไข x2
1x

2
2 5 1

จากบทตั้ง 3.4 [5] สเปกตรัมของ (A, b) ได้กล่าวว่า ค่าของจำนวนจริงที่ทำให้ฟังก์ชัน

ของจำนวนจริง

g(Λ) =
λ2

1|b2
1|

(λ1 − Λ)2
+

λ2
2|b2

2|
(λ2 − Λ)2

= 1 (5.1)

และค่าลักษณะเฉพาะของ A ซึ่งทำให้ g(λk) ≤ 1 ในกรณีเฉพาะ

เราจะนิยามว่า (0/0 = 0, 1/0 =∞)

จาก (5.1) จะได้ว่า

Λ4 − 2(λ2 + λ1)Λ3 + (λ2
2 + 4λ2λ1 + λ2

1 − λ2
1b

2
1 − λ2

2b
2
2)Λ2 −

2(λ2
2λ1 + λ2

1λ2 − λ2
1b

2
1λ2 − λ2

2b
2
2λ1)Λ + (1− b2

1 − b2
2)λ2

1λ
2
2 = 0

ซึ่งสามารถหาค่า Λ โดยการหาค่ารากของพหุนามดีกรี 4

รูปแบบของสมการพหุนามดีกรี 4 คือ

ay4 + by3 + cy2 + dy + e = 0

จะได้ว่า

a = 1

b = 2(λ2 + λ1)

c = (λ2
2 + 4λ2λ1 + λ2

1 − λ2
1b

2
1λ

2
2b

2
2)

d = 2(λ2
2λ1 + λ2

1λ2 − λ2
1b

2
1λ2 − λ2

2b
2
2λ1)

e = (1− b2
1 − b2

2)λ2
1λ

2
2
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ตัวอย่าง 5.1 กำหนดให้

A =

 1 0

0 2

 , b =

 1

1


โดย Φ : R2 −→ R โดยสำหรับทุกๆ x ∈ R ซึ่ง

Φ(x) = (x− b)TA(x− b)

พิจารณาหาค่าลักษณะเฉพาะและเวกเตอร์เฉพาะของ A

ให้ λ เป็นจำนวนจริงที่ทำให้ det(A− λI) = 0

A− λI =

 1− λ 0

0 2− λ


จะได้ว่า

(1− λ)(2− λ) = 0

ดังนั้น λ = 1, 2

พิจารณา λ = 1 จาก (A− λI)x = 0 1− 1 0

0 2− 1

  x1

x2

 =

 0

0


 0 0

0 1

  x1

x2

 =

 0

0


นั่นคือ x1 = t และ x2 = 0

E (1) =

 t

0

 : t ∈ R

พิจารณา λ = 2 จาก (A− λI)x = 0 1− 2 0

0 2− 2

  x1

x2

 =

 0

0
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 −1 0

0 0

  x1

x2

 =

 0

0


นั่นคือ −x1 = 0 และ x2 = t

E (2) =

 0

t

 : t ∈ R

ดังนั้น

u1 =

 1

0

 , u2 =

 0

1


ต่อไปหา b1, b2  1

1

 = 1

 1

0

 + 1

 0

1


ดังนั้น b1 = 1 , b2 = 1

จาก

Φ(x) =
n∑
i=1

(xi − bi)2λi

และจาก บทตั้ง 3.4 สามารถพิจารณาหาค่าสเปกตรัมได้จาก

g(Λ) =
2∑
i=1

λ2
1b

2
i

(λi − Λ)2
= 1

จะได้ว่า

Λ4 − 6Λ3 + 8Λ2 − 4 = 0

จากรูปแบบของพหุนามดีกรีสี่

Λ4 − 6Λ3 + 8Λ2 − 4 = 0

จะได้ว่า p = -5.5 , q = -3 และ s = -1.1875 จาก (5.1) จะได้ว่า

N3 − (
p

8
+
s

2
)N2 + [(

p

16
− s

4
)2 +

q2p

64
]N − (

q

8
)4 = 0

N3 − 3.1875N2 + 4.01171875N − 0.019775390625 = 0

จากรูปแบบของพหุนามดีกรีสาม
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N3 − 3.1875N2 + 4.01171875N − 0.019775390625

โดยที่ p = 0.625 และ q = 1.84375

x = u+ v =
3

√
−q
2

+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√
−q
2
−
√
q2

4
+
p3

27

ซึ่งเราจะได้ค่า N ได้แก่

N1 ≈ 0.00495

N2 ≈ 1.59129 + 1.20988i

N3 ≈ 1.59129− 1.20988i

หาค่ารากที่ 4

4
√
N1 ≈ 0.26532,

−0.26532

4
√
N2 ≈ 1.17339 + 0.192394i,

−1.17339− 0.192394i

4
√
N3 ≈ 1.17339− 0.192394i,

−1.17339 + 0.192394i

จาก x = u+ v + s โดยที่ u4 = N1, v
4 = N2 และ s4 = N3

จะได้ค่า Λ เป็น

Λ1 = −0.58155

Λ2 = 4.1120

Λ3 = 1.23477− 0.38479i

Λ4 = 1.23477 + 0.38479i

จากการแก้สมการ เราเลือกค่าที่เป็นจำนวนจริง ได้แก่ Λ1 = −0.58155 และ Λ2 = 4.1120

พิจารณา Λ1 = −0.58155

xΛ1
1 = 0.3008

xΛ1
2 = 0.6002
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ดังนั้น

xΛ1
1 =

 0.3008

0.6002


ต่อไปพิจารณา Λ2 = 4.1120

xΛ1
1 = 0.1033

xΛ1
2 = 0.4130

ดังนั้น

xΛ1
2 =

 0.1033

0.4130


นั่นคือ สเปกตรัมหาได้จากจำนวนจริง คือ -0.58155 และ 4.1120

และจากทฤษฎีบท 3.5 จะได้ว่า

ΦxΛ1 = 0.2367

ΦxΛ2 = 9.3273

ดังนั้น 0.2367 < 9.3273

เนื่องจาก maxiλi = 2 > 0 และ Σλi<0|bi|2 = 1 ≤ 1

ในทำนองเดียวกัน miniλi = 1 > 0 และ Σλi>0|bi|2 = 1 ≤ 1

นั่นคือ ค่าสูงสุดของ Φ(x) มีค่าเป็น 9.3273 และค่าต่ำสุดของ Φ(x) มีค่าเป็น 0.2367 2

ตัวอย่าง 5.2 กำหนดให้

A =

 5 −2

−2 2

 , b =


3√
5

4√
5


โดย Φ : R2 −→ R โดยสำหรับทุกๆ x ∈ R ซึ่ง

Φ(x) = (x− b)TA(x− b)

พิจารณาหาค่าลักษณะเฉพาะและเวกเตอร์เฉพาะของ A

ให้ λ เป็นจำนวนจริงที่ทำให้ det(A− λI) = 0

A− λI =

 5− λ −2

−2 2− λ
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จะได้ว่า

(5− λ)(2− λ)− 4 = 0

λ2 − 7λ+ 6 = 0

(λ− 6)(λ− 1) = 0

ดังนั้น λ = 1, 6

พิจารณา λ = 1 จาก (A− λI)x = 0 5− 1 −2

−2 2− 1

  x1

x2

 =

 0

0


 4 −2

−2 1

  x1

x2

 =

 0

0


นั่นคือ x1 = 2t และ x2 = t

E (1) =

 2t

t

 : t ∈ R

พิจารณา λ = 6 จาก (A− λI)x = 0 5− 6 −2

−2 2− 6

  x1

x2

 =

 0

0


 −1 −2

−2 −4

  x1

x2

 =

 0

0


นั่นคือ x1 = t และ x2 = −2t

E (2) =

 t

−2t

 : t ∈ R

ดังนั้น

u1 =


2√
5

1√
5

 , u2 =


1√
5
−2√

5
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ต่อไปหา b1, b2 
3√
5

4√
5

 = 2


2√
5

1√
5

 + (−1)


1√
5
−2√

5


ดังนั้น b1 = 2 , b2 = −1

จาก

Φ(x) =
n∑
i=1

(xi − bi)2λi

และจากบทตั้ง 3.4 สามารถพิจารณาหาค่าสเปกตรัมได้จาก

g(Λ) =
2∑
i=1

λ2
1b

2
i

(λi − Λ)2
= 1

จะได้ว่า

Λ4 − 14Λ3 + 23Λ2 + 12Λ− 72 = 0

จากรูปแบบของพหุนามดีกรีสี่

Λ4 − 14Λ3 + 23Λ2 + 12Λ− 72 = 0

จะได้ว่า p = -50.5 , q = -170 และ s = -198.4375

จาก (5.1) จะได้ว่า

N3 − (
p

8
+
s

2
)N2 + [(

p

16
− s

4
)2 +

q2q

64
]N − (

q

8
)4 = 0

N3 − 219.5625N2 + 20877.09375N − 203908.69140625 = 0

จากรูปแบบของพหุนามดีกรีสาม

N3 − 219.5625N2 + 20877.09375N − 203908.69140625

จะได้ว่า p = 4807.86328125 และ q = 539989.07080078125

จาก

x = u+ v =
3

√
−q
2

+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√
−q
2
−
√
q2

4
+
p3

27
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ซึ่งเราจะได้ค่า N ได้แก่

N1 ≈ 10.9695

N2 ≈ 104.298 + 87.8134i

N3 ≈ 104.298− 87.8134i

หาค่ารากที่ 4

4
√
N1 ≈ 1.8199,

−1.8199

4
√
N2 ≈ 3.36495 + 0.5948i,

−3.36495− 0.5948i

4
√
N3 ≈ −3.36495 + 0.5948i,

3.36495− 0.5948i

จาก x = u+ v + s โดยที่ u4 = N1, v
4 = N2 และ s4 = N3 จะได้ค่า Λ เป็น

Λ1 = −1.4100

Λ2 = 12.050

Λ3 = 1.6801− 1.1896i

Λ4 = 1.6801 + 1.1896i

จากการแก้สมการ เราเลือกที่เป็นจำนวนจริง ได้แก่ Λ1 = −1.4100 และ Λ2 = 12.050

พิจารณา Λ1 = −1.4100

xΛ1
1 = 0.6876

xΛ1
2 = 0.6548

ดังนั้น

xΛ1
1 =

 0.6876

0.6548


ต่อไปพิจารณา Λ2 = 12.050

xΛ1
1 = 0.0328

xΛ1
2 = 0.1093
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ดังนั้น

xΛ1
2 =

 0.0328

0.1093


นั่นคือ สเปกตรัมหาได้จากจำนวนจริง คือ -1.4100 และ 12.050

และจากทฤษฎีบท 3.5 จะได้ว่า

ΦxΛ1 = 2.0719

ΦxΛ1 = 28.3624

ดังนั้น 2.0719 < 28.3624

เนื่องจาก maxiλi = 6 > 0 และ Σλi<0|bi|2 = 1 ≤ 1

ในทำนองเดียวกัน miniλi = 1 > 0 และ Σλi>0|bi|2 = 1 ≤ 1

นั่นคือ ค่าสูงสุดของ Φ(x) มีค่าเป็น 28.3624 และ ค่าต่ำสุดของ Φ(x) มีค่าเป็น 2.0719 2
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 SIAM J. APPL. MATH.

 Vol. 23, No. 3, November 1972

 A NOTE ON A THEOREM OF FORSYTHE AND GOLUB*

 EMIL SPJ0TVOLLt

 Abstract. Forsythe and Golub (1965) proved a theorem about all stationary points of the function

 4D(x) = (x - b)HA(x - b) for x on the sphere xHx = 1. The same theorem is proved using much

 simpler methods. It is also shown how the result can be used to find the minimum and maximum

 of 4D(x) for xHx < 1. It turns out that, with a few exceptions, the minimum and maximum occur on

 the boundary xHx = 1.

 1. Introduction. Let A be a Hermitian square matrix of complex elements

 and order n. Let b be a known n-vector of complex numbers. For each complex

 n-vector x, the nonhomogeneous quadratic expression

 (1.1) 4>(x) = (x - b)HA(x - b)

 (H denotes complex conjugate transpose) is a real number. Consider the problems

 (1.2) find all x which make 4>(x) stationary for xHx = 1

 and

 (1.3) find the minimum and maximum of 4>(x) for xHx < 1.

 The solution to the problem (1.2) can be found in a paper by Forsythe and

 Golub (1965). Since their proof is rather lengthy it is one of the aims of this paper
 to give a simpler proof. We shall also use the solution of (1.2) to solve the problem
 (1.3).

 The problems (1.2) and (1.3) appear in many situations in statistics; see, e.g.,

 Draper (1963) and Spj0tvoll (1971). For other examples se-e the references of
 Forsythe and Golub (1965).

 2. The problem (1.2). By using the Lagrange multiplier rule to find stationary
 values of

 (x - b)HA(x - b) - AXHX,

 one obtains the following lemma.
 LEMMA 1. A vector x satisfying xHx = 1 renders 4(x) stationary if and only if

 there exists a real number A = A(x) such that

 (2.1) A(x - b) =Ax,

 (2.2) xH= 1.

 To see why A is real, consult the paper of Forsythe and Golub. Following
 Forsythe and Golub we introduce the following definition.

 DEFINITION. By the spectrum of the pair (A, b) we mean the set of all real A
 for which there exists an x such that (2.1) and (2.2) are satisfied, i.e., such that 4>(x)
 is stationary at x.

 * Received by the editors October 7, 1971.

 t Institute of Mathematics, University of Oslo, Blindern, Oslo 3, Norway.
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 308 EMIL SPJ0TVOLL

 Given any A, x satisfying (2.1) and (2.2), we shall say that x belongs to A and
 frequently write x in the form xi.

 Let l <_ i _ An be the (necessarily real) eigenvalues of A, and let
 {u1, , unj be a corresponding real orthonormal set of eigenvectors with
 Aui =ui, i = 1, , n. Let b = 1 bjui and x = E. =1 xiui. Then

 n

 (2.3) 4>(x) = Ailxi - bil2
 i = 1

 and (2.1) is equivalent to
 n n

 (2.4) Z (Ai -)xu = L x[ibiui.
 i=l i=l

 LEMMA 2. The spectrum consists of all real A such that

 (2.5) ~~~~n A.jb i1
 (2.5) go).) (AI= 1 (0/0 = 0, 1/0 =0)

 together with each eigenvalue Ak of A for which g(Ik) < 1.
 Proof. It follows from (2.4) that we must have

 (2.6) (Ai - )xi = Aibi, i ,,n.

 Define the set I by I = {i:Ajbi = 0}. From (2.6) we obtain

 (2.7) = i iI,

 (2.8) (Ai -A)xj 0, i C-I.

 A value A E {Ai: i 0 I} cannot be in the spectrum since then (2.6) would read
 0 = {ibi, which is a contradiction since )ibi # 0.

 Let A . {Ai:i = 1, * , n}. Then we get from (2.7) and (2.8):

 (2.9) x= i=I,

 (2.10) x = 0, ieI.

 Then A belongs to the spectrum if and only if the side condition

 (2.11) (XA)HXA = Ez Ib I 1
 ioI(A L A)!) =

 is satisfied. Hence all A 0 {Ai: i = 1, * * *, n} satisfying (2.5) belong to the spectrum.

 Finally, let A = Ai for some j E I. Let I(A;) = {i: Ai = j}. If I(Aj) n {i i:ibi 0?}
 is not empty, then Ai E {Ai: i 0 I} and Ai is, as shown above, not in the spectrum.
 If not, I(Aj) c I. In that case we get

 (2.12) xiAj = , 'ibi ?I
 i j

 (2.13) Xij = 0, iI - I(A),

 (2.14) xij arbitrary, i E I(A).
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 A THEOREM OF FORSYTHE AND GOLUB 309

 The side condition is satisfied if

 (2.15) I + ZIxAj2 = 1.
 ioI (Ai j)A ic-I(Aj)

 This is possible if and only if

 z )IbI <~
 ioI (Ai - Aj)2 =

 Hence, noting that A e {Ai: i 0 I} cannot satisfy (2.5), the lemma is proved.
 THEOREM 1. Let the spectrum of (A, b) consist of the numbers {A1, ,Ap,

 with A1 < .* < Ap. Then

 (2.16) 4D(xAJ) - Aj + Aj ZX. A i

 and
 D(XAI) < ... < F(XAP).

 Proof. We have

 n

 4D(x) = Z ixix - bil 2.
 i = 1

 In the case when x' is given by (2.9) and (2.10), we get

 (2.17) qD(xI) = I2 E Ailb i2 A + Eilb i12
 ioI (Ai A)2 iIA Ai'

 where we have used (2.11) to obtain the second equality.
 Then consider the case when x' is given by (2.12), (2.13) and (2.14). From

 (2.15) we get

 (2.18) Z IxtI2 = 1j- ;2 ic-I(Aj) iI(Ai j)A
 Using (2.13) we get

 4D(x j) - Zixij - bi12 + Aj E xij - bil12.
 ioI ieI(Aj)

 If Ai = 0, then 4D(xij) is given by (2.17) with A i = ,. If )j 7 0, then bi = when
 i e I(A), and using (2.12) and (2.18) we obtain

 4D(Xij) - /37 ( iL 2 + Aj Z IXAjI2 i? _ Aj) s(

 =Ailb^ bi12 + Jij(,1L( Z

 i -o A ,Aj)2 (Ai(1 - ___ A__

 Aij + A, i IbI.
 iHI jjxi - 2.1 Hence in each case D>(xi) is given by (2.16).
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 310 EMIL SPJ0TVOLL

 Finally, let Ai < Ak, and consider the difference

 (2.19) 4D(XAk) - D(xAi) = (Ak - Aj)(1 - (Ak - I - )

 By Schwarz's inequality and (2.11) and (2.15) we get

 (2.20) Z AAil i A lb < (< Ilbil I2< (A k ii 2) _ 1. ~~IAk- ~ A - = \ (A - {)2 \ (A -)

 Equality obtains in (2.20) if and only if XAk = xAj, which is impossible. Hence from
 (2.19) and (2.20), OD(xAk) - 4(xAj) > 0. The theorem is proved.

 3. The problem (1.3). We have this result.

 THEOREM 2. The maximum of 4(x) is 0 if maxi Ai ? 0 and Z,<0lbil2 < 1.
 The minimum of 4?(x) is 0 if mini Ai _ 0 and Z , < 0 lbil2 < 1. Otherwise the maximum
 and minimum of 4(x) are D(XAP) and D(XA,), where D(XA) is given in Theorem 1.

 Proof. Consider the problem of finding the maximum (the problem of
 finding the minimum can be treated analogously). First suppose that in = maxi Ai
 > 0. We shall show that the maximum of 4(x) is attained for some x on the bound-

 ary xHx = 1. Suppose that y is such that yHy < 1. For such a y define an x by
 xi= y,i = 1, , n - 1, and xn = -kbn,where k > 0 is a real number such that

 n-i

 LJyl2 + k2lb 12 = 1.
 i = 1

 Since Ei lYl2 < 1, we must have klbnl > lYnl . Using (2.3) we get

 4)(x) - 4F(y) = An((k + 1)2lbnl2 - lyn -bn 2)

 = X%((k + 1)2lbnl2 - (lYnl + Ibnl)2)

 > An((k + 1)2lbnl2 - (klbnl + Ibnl)2) = 0.

 It follows that the maximum is attained for some x satisfying xHx = 1. By Theorem
 1 it must be D(xAP).

 Next, suppose that An < 0. By (2.3), 4(x) is then always less than or equal to 0.
 It is equal to 0 if and only if xi = bi, i E {ii:Ai < 0}. Such a choice of x is possible if
 and only if E <0 lb l2 ? 1. This is the first result in the theorem.

 Finally, consider the case when An_ <0 and E,<O lb l2 > 1. Clearly, the
 maximum of 4(x) is obtained by choosing xi in the same direction as bi. Since
 L <0 lbil2 >1, we cannot choose xi = bi for all i with Ai < 0, but 4(x) will be
 made as large as possible if we choose lxil as close to lbil as possible; hence the
 maximum is obtained for a point with L,<O lXil2 = 1 and xi = 0, i {i:Ai < } .
 Since the maximum is attained for some value with xHx = 1, it is, by Theorem 1,
 equal to D(xAP).

 Remark 1. In the statistical problems mentioned in the Introduction, one is
 interested in 4(x) only for real x satisfying x'x = 1 (or x'x ? 1). Since b also is
 real in those problems, it is seen from this section and the previous section that
 the stationary values xiz are also real. Hence the solutions to these problems are
 also obtained from Theorems 1 and 2.
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 A THEOREM OF FORSYTHE AND GOLUB 311

 Remark 2. In Draper (1963) the situations corresponding to tibi = 0 in
 Theorem 1 seem to have disappeared. In Draper's problem, however, the matrix A
 and the vector b are random and the probability is 0 of having Aibi = 0.

 REFERENCES

 [1] NORMAN R. DRAPER, "Ridge analysis" of response surfaces, Technometrics, 5 (1963), pp. 469-479.
 [E2 GEORGE E. FORSYTHE AND GENE H. GOLUB, On the stationary values of a second-degree polynomial

 on the unit sphere, this Journal, 13 (1965), pp. 1050-1068.
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Abstract: Polynomials of high degrees often appear in many problems such as optimization problems. Equations of the 

fourth degree or so called quartics are one type of these polynomials. In this paper we give a new Classic method for solving 

a fourth degree polynomial equation (Quartic). We will show how the quartic formula can be presented easily at the 

precalculus level. 

Keywords: Fourth Degree Polynomial, Quartic Equation 

1. Introduction 

Linear and quadratic equations are members of a class of 

equations, called polynomial equations. These equations 

have the general form of: 

anxn + an−1xn−1 + . . . + a2x2 + a1x + a0 = 0 

In which x is a variable and an, an−1,  . . ., a2, a1, a0 are given 

constants. Also n must be a positive integer and an≠ 0. 

Lodovico Ferrari is attributed with the discovery of the 

solution to the quartic in 1540, but since this solution, like all 

algebraic solutions of the quartic, requires the solution of a 

cubic to be found, it couldn't be published immediately[3]. 

The solution of the quartic was published together with that 

of the cubic by Ferrari's mentor Gerolamo Cardano in the 

book Ars Magna (1545). 

Polynomials of high degrees often appear in problems 

involving optimization, and sometimes these polynomials 

happen to be quartics, but this is a coincidence. It is shown 

that any degree-n polynomial with rational (or real, or 

complex) coefficients has n complex roots. (This fact is 

called the fundamental theorem of algebra.) So, if we have a 

quadratic formula for finding both (possibly complex) roots 

of a quadratic (degree-2) polynomial, then it’s natural to ask 

for a formula for all three roots of a cubic. Likewise, we 

would like a formula for all four roots of a quartic, and so on. 

It can be proved (the terms are Galois Theory and solvable 

groups), that there cannot exist a general formula for degree 

5 and above. 

In this paper we proposed a new Classic method for 

solving fourth degree polynomials (Quadratics) and the 

purpose of this paper is to show how the quartic formula can 

be presented easily at the precalculus level. We show how to 

verify that the formula is correct, and we identify when

it is profitable to use it. 

2. Solving Cubic Polynomials 

If we are given a cubic equation in the form of 

023 =+++ dcybyay  and need to solve for y, then the first 

thing we do is substitute variables. Replacing eq.1 in the 

given formula above, 

a

b
xy

3
−=                     (1) 

We will get something in the form of: 

03 =++ qpxx           (2) 

Which is the depressed cubic equation, Where 
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             (3) 

And replacing vux +=  in the eq.2 leads to eq.4. 

0)()(333 =++++++ qvupvuuvvu   (4) 

This equation is changed to two equations with two 

unknown quantities that: 
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By defining quadratic equation that the roots are 3u and

3v , u and v can be computed. 

0)( 33332 =++− vuxvux        (6) 
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3. Solving Fourth Degree Polynomials 

(Quartics) 

The general quartic equation is: 

0234 =++++ edycybyay  . 

Just as with the cubic, it behooves us to get rid of the 

second-highest term (in this case the cubed term) by making 

a substitution of variables. (To use the quadratic formula, 

you just plug in your coefficients). To solve Quadratic 

equations new method in this paper are proposed as follows: 

Step1. The general quartic equation is:  

. 

It turns out that it is desirable to get rid of one of the 

coefficients. To accomplish this, substitute 

a

b
xy

4
−=            （9） 

Now that we’ve eliminated the cubic term, we have 

something of the form 

.024 =+++ sqxpxx      （10） 

Where p, q and s are: 

2

2

3

3 2

4 2

4 3 2

3b c
p

8a a

b bc d
q

8a 2a a

3b b c bd e
s .

256a 16a 4a a


= − +


 = − +



= − + − +


   (11) 

Step2. With replacing svux ++= : 

4 2( ) ( )

( ) 0

u v s p u v s

q u v s s

+ + + + + +
+ + + =

       (12) 

4 3 2 2

3 4 2 2 2

4 ( ) 6 ( )

4 ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) 0

u u v s u v s

u v s v s p u v s

p uv us vs q u v s s

+ + + +
+ + + + + + + +

+ + + + + + =
 

4 4 4 3 3 2 2

2 2 2 2 2 3

2 3 2 3

2 2 2

3

4 4 6

4 6 1 2 6 4

1 2 4 1 2 4

( ) 2 ( )

( ) 0

u v s

u u u u u

u v

p p u v u s v s

q u v s s

v s v s v s

s v s v v

u v s u s u v s

u v s

s

+ + + + + +

+ + + +
+ + + + +

+ + + + + +
+ + + =

(13) 

2 2

4 4 3 3 3 3

3 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

4

3

2

4 4 4 4

4 4 6 6 6

8 4 8 4 8

4 ( ) 2 ( )

( ) 0                       

u s v

uv u u v v

uvs uv uv u vs

p p uv us vs

q u v s s

s vs u v u s

s u s s

uvs s s

u vs u v s

v + + + + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ + + + + + +
+ + + =

+

 (14) 

Step3. This equation is changed to three equations with 

three unknown quantities, only under this condition that the 

previous equation is satisfied. 

0)(888 222 =+++++ svuqvsusuvuvs   (15) 

Firs equation is defined: 

8

q
uvs = −               (16) 

Residue of the equation (14) is: 

4 4 4 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

4( )( )

( ) 2 ( )

6( ) 0                      

u v s u v s uv us vs

p u v s p uv us vs s

u v u s v s

+ + + + + + + +
+ + + + + + +

+ + =

  (17) 

Second equation is defined as below: 

0)(2))((4 222 =+++++++ vsusuvpvsusuvsvu  

0234 =++++ edycybyay
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Residue of the equation (17) is: 

2
4 4 4

2 2 2 2 2 2

( )
2

6( ) 0   

p
u v s s

u v u s v s

+ + − + +

+ + =
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And: 
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( ) ( )
2

by squaringp
u v s

p
u v s

+ + = − →

+ + = −
 

4
)(2

2
222222
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p
svsuvu

svu
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4 4 4

2 2 2 2 2 2

2

           u

         2    
4

if
u v s A

v u s v s B

p
A B

 → + + =
+ + = ⇒

+ =

    (20) 

It is concluded from equation (19): 

2

6  
2

p
A B s+ = −          (21) 

With solving the two equations with two unknown 

quantities that named (20) and (21) it is obtained: 

2

2
2 2 2 2 2 2

2 2 2

16 4

   
16 4

    
4 8 2 8 2

p s
B

p s
B u v u s v s

p p s p s
A

= − ⇒

= + + = −

= − + = +

      (22) 

2
4 4 4  

8 2

p s
A u v s⇒ = + + = +       (23) 

By squaring the expression (22) we will have: 

)(2 2222224444442 svusvusvsuvuB +++++=  

2 4 4 4 4 4 4 2
( )

64 2

q p
B u v u s v s= + + + × −  

2
4 4 4 4 4 4 2    

64

q p
u v u s v s B+ + = +      (24) 

From equation (16): 

4 4 4 4( )      
8 8

q q
uvs u v s= − ⇒ =     (25) 

Using expressions (23), (24), and (25) we define a cubic 

equation such that roots are u
4
, v

4
 and s

4
 and also three 

previous expressions are satisfied. Cubic equation is defined 

as below:  

0)(

)()(

444

44444424443
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−+++++−
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2 2
3 2 2

2
4

( ) [( )
8 2 1 6 4
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N N

q p q
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Naming the equation roots 321 ,, NNN (
444 ,, svu ) 

respectively, this expression is concluded:  

4
3

4
2

4
1 NNNx ++=  

4. Examples 

Find four roots of 0484 =++ xx . 

Solution: 

0,4,80484 ===⇒=++ psqxx  

1,2 −==⇒ BA  

012 23 =−+− NNN  

07549.11 ∠=N  

65.807549.07449.01226.02 ∠=+= iN  

65.807549.07449.01226.03 −∠=−= iN  

With extracting the square root of  (u4, v4, 

s4): 

3247.1,3247.11803247.1,03247.11 −→∠∠=N  

ii

N

5619.06224.0,5621.06624.0

3.2208688.0,32.408688.02

−−+
→∠∠=

 

321 ,, NNN
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ii

N

5622.06624.0,5622.06624.0

67.1398688.0,32.408688.03

+−−
→∠−∠=

 

The roots which satisfy equation (18) are selected: 

3247.11 =N  

iN 5619.06224.02 −−=  

5622.06624.03 +−=N  

iN 8749.03210.0,8749.03210.04
1 +−−=  

iiN 8749.03210.0,8749.03210.04
2 −−+=  

15095.1,15095.14
3 −=N  

The answers which satisfy equation (16) are selected: 

⇒++= svux  

7929.11 −=x  

ix

ix

x

75.11510.1

75.11510.1

5089.0

4

3

2

−=
+=

−=
 

By using the second method we verify the following 

example. 

5. Conclusions 

The most important point in all of the methods for 

solving a quartic equation is the complexity of these 

solutions. 

To prove the efficiency and simplicity of the proposed 

method an example quartic is given in the fourth section of 

the paper and it is solved with the proposed initiated method. 
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