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ในงานวิจัยนี้เราศึกษาระเบียบวิธีการท าซ้ าส าหรับการหาสมาชิกร่วมของเซตของปัญหา

ค่าสมดุลและการหาสมาชิกร่วมกันของจุดตรึงของการส่งไม่ขยายในปริภูมิฮิลเบิ ร์ต และศึกษา
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ABSTRACT 

 

In this research, we study iterative scheme for finding a common element of the set of 

solutions of an equilibrium problem and the set of common fixed points of infinite nonexpansive 

mappings in a Hilbert space and also study the strong convergence theorem under mild 

assumptions. Finally, we give some numerical examples for supporting our main theorem. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

บทท่ี 1 

 

บทน า 

 

ให้ H  เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ตจ านวนจริงและให้ C  เป็นเซตย่อยนูนปิดที่ไม่เป็นเซตว่างของ 
H  ให้ :h C C R   เป็นฟังก์ชันเชงิคู่คา่สมดุล  

ก าหนดปัญหาค่าสมดุล ( )EP h คือการหาสมาชิก u C  ที่ซึ่งสอดคล้องกับอสมการ

ต่อไปนี ้

     ( , ) 0h u v    ส าหรับทุก v C                 (1.1)   

ก าหนดเซตของค าตอบของ ( )EP h  โดย ( )SEP h  ปัญหานี้สามารถน าไปประยุกต์ใช้

แก้ปัญหาจุดตรึง ปัญหาการหาค่าที่เหมาะสม ปัญหาอสมการแปรผัน และปัญหาจุดสมดุลของแนช 

สามารถดูได้จากเอกสารอ้างอิง  1  มีบางวิธีการที่น าเสนอการแก้ปัญหาค่าสมดุล สามารถดูได้

จากเอกสารอ้างองิ 2 4   

เมื่อไม่นานมานี้  คอมเบทเต (Combettes) และเฮิร์สเตากา (Hirstoaga)  2  ได้แนะน า

กระบวนการท าซ้ าของการหาค่าประมาณที่ดีที่สุดของข้อมูลเบื้องต้น เมื่อ ( )SEP h    และ

พิสูจนท์ฤษฎีการลู่เข้าอย่างเข้ม โดยมีแรงบันดาลใจมาจากแนวคิดของ คอมเบทเตและ 

เฮิร์สเตากา เมื่อเร็วๆนี้  ทาคาฮาชิ  (Takahashi) และทาคาฮาชิ (Takahashi)  4  ได้แนะน า

กระบวนการท าซ้ าแบบใหม่โดยวิธีการประมาณค่าส าหรับการหาสมาชิกร่วมของเซตของผลเฉลย

ของปัญหาค่าสมดุล และเซตของจุดตรงึของการส่งไม่ขยายในปริภูมิฮลิเบิร์ต ผลขยายและปรับปรุง

ทฤษฎีของเขาครอบคลุมทฤษฎีที่ถูกเปิดเผยโดย คอมเบทเตและเฮิร์สเตากา  2  

โมดาฟิ (Moudafi)  5  วิทท์แมน (Wittmann)  6  และทาดา (Tada) และทาคาฮาชิ   7   

ในบทความนี้มแีรงจูงใจและบัลดาลใจจาก คอมเบทเต และ เฮิร์สเตากา  2 และ     

ทาคาฮาชิและทาคาฮาชิ  4  ยองฮองเหยา (Yonghong Yao) และคณะ ได้แนะน ากระบวนการท าซ้ า

ส าหรับการหาสมาชิกร่วมของเซตของผลเฉลยของปัญหาค่าสมดุล และเซตของจุดตรึงของการส่ง

แบบไม่ขยายไม่จ ากัดในปริภูมิฮิลเบิร์ต ได้ค้นพบทฤษฎีการลู่เข้าอย่างเข้มที่ปรับปรุง  และขยายผล

จากทฤษฎีบทที่คล้ายคลึงกันกับในเอกสารอ้างองิ  2,4  
                                

  



 
 

บทท่ี 2 

 

ความรู้พื้นฐาน 

 

บทนิยาม 2.1 ก าหนดให้ X  เป็นเซตที่ไม่ใช่เซตว่างและ F  เป็นฟิลด์ และนิยามตัว

ด าเนินการ : X X X    และตัวด าเนินการคูณด้วยสเกลาร์ : X X F  สอดคล้องกับ

เงื่อนไขต่อไปนี ้

(V1) x y y x    ส าหรับทุก ,x y X  

(V2)    x y z x y z      ส าหรับทุก , ,x y z X  

(V3) มเีวกเตอร์ 0 X  ซึ่ง 0x x   ส าหรับทุก x X  

(V4) ส าหรับแต่ละเวกเตอร์ x X  มีเวกเตอร์ x  ซึ่ง   0x x    

( V5)     ,x y x y x x x                   แ ล ะ     x x       

ส าหรับทุก ,x y X  และทุก   F  

(V6) 1 x x   ส าหรับทุก x X  

เรียกระบบ  , ,X   ว่า ปริภูมิเวกเตอร์เหนือฟิลด ์ F  (vector space over field F ) 

 

ตัวอย่าง 2.1 ปริภูมิ N เป็นปริภูมิเวกเตอร์ โดยที่การบวกและการคูณด้วยสเกลาร์

นิยามโดย 

 1 1,..., N Nx y x y x y     

และ  1,..., Nx x x    เมื่อ  1, ,..., Nx x x F  และ  1,..., Ny y y  

 

ตัวอย่าง 2.2 ปริภูมิ  ,C a b  เป็นปริภูมเวกเตอร์ โดยการด าเนินการส าหรับแต่ละ 

 ,t a b  นิยามดังนี ้

      f g t f t g t    

และ     f t f t   เมื่อ F  และ  , ,f g C a b  

 

ตัวอย่าง 2.3 ปริภูมิ p  เมื่อ 1 p   และปริภูมิ   เป็นปริภูมิเวกเตอร์ โดยการ

ด าเนนิการนยิามดังนี ้

 1 1 2 2, ,...x y x y x y     

และ  1 2, ...x x x    เมื่อ  1 2, , ,...x x x F  และ  1 2, ,...y y y  



 

บทนิยาม 2.2  ให้ X  เป็นปริภูมิเวกเตอร์ และให้ : X   สอดคล้องกับเงื่อนไข

ต่อไปนี ้

(N1) 0x   ส าหรับทุก x X  

(N2) 0x   ก็ต่อเมื่อ 0x   

(N3) c x c x    ส าหรับทุก x X  และ cF  

(N4) x y x y    ส าหรับทุก ,x y X  

 

บทนิยาม 2.3 ล าดับ  nx  ในปริภูมินอร์ม X  จะเป็นล าดับลู่ เข้า  ( convergent 

sequence) ถ้ามี x X  ซึ่ง lim 0n
n

x x


   และเขียนแทนด้วย nx x  ล าดับ  nx  ในปริภูมิ

นอร์ม  X  จะเป็นล าดับ โค ชี  (Cauchy sequence)  ถ้ าส าหรับแต่ละ  0   มี  0n   ซึ่ ง 

n mx x    ส าหรับทุก 0,m n n  

 

บทนิยาม 2.4 ปริภูมินอร์ม  ,X   จะถูกเรียกว่า ปริภูมิบานาค (Banach space) ถ้า X  

เป็นปริภูมนิอร์มบริบูรณ์ (complete normed space) 

 

ตัวอย่าง 2.4 ปริภูมิ N  และ N  เป็นปริภูมบิานาคภายใต้นอร์มที่นยิามโดย 
1

22

1

N

i

i

x x


 
  
 
     ส าหรับทุก  1 2, ,..., Nx x x x  ใน N  หรอื N  

 

ตัวอย่าง 2.5 ปริภูมิ p  เมื่อ 1 p   เป็นปริภูมบิานาคภายใต้นอร์มที่นยิามโดย 
1

1

pp

i

i

x x




 
  
 
  ส าหรับทุก  1 2, ,...x x x  ใน p  

 

ตัวอย่าง 2.6 ปริภูมิ   เป็นปริภูมบิานาคภายใต้นอร์มที่นยิามโดย 

sup i
i

x x


   ส าหรับทุก  1 2, ,...x x x  ใน   

บทนิยาม 2.5 ให้ X  เป็นปริภูมิเมตริก และ M X  จะกล่าวว่า M  เป็นเซตกระชับ 

(compact set) ถ้าทุกล าดับใน M  มีล าดับย่อยที่ลู่เข้าใน M  และจะเรียก X  ว่า ปริภูมิกระชับ 

(compact space) ถ้า X  เป็นเซตกระชับ 

 

 



 

ตัวอย่าง 2.7  

(1) ทุกเซตย่อยซึ่งเป็นเซตจ ากัดของปริภูมิเมตริกเป็นเซตกระชับ 

(2) ช่วงปิด  ,a b  เป็นเซตกระชับใน  

 

ทฤษฎีบท 2.1 ให้ X  เป็นปริภูมินอร์มที่มีมิติจ ากัด และให้ M X  จะได้ว่า M  เป็น

เซตกระชับ ก็ต่อเมื่อ M  เป็นเซตปิดที่มขีอบเขต 

 

บทนิยาม 2.6 ก าหนดให้    :T D T R T  เป็นการส่ง เมื่อ  D T  คือ โดเมนของ T  

และ  R T  คือ เรนจข์อง T  จะกล่าวว่า T  เป็นตัวด าเนนิการเชิงเส้น (linear operator) ก็ต่อเมื่อ 

(1)  D T  เป็นปริภูมเิวกเตอร์ 

(2)  T x y Tx Ty    และ  T x Tx   ทุก  ,x y D T  และทุกสเกลาร์   

 

ตัวอย่าง 2.8  

1. ตัวด าเนินการเอกลักษณ์ ( identity operator) บนปริภูมิเวกเตอร์ X  คือ การส่ง 

:XI X X  ซึ่งนิยามโดย  XI x x  ส าหรับทุก x X  

2. ตัวด าเนินการศูนย์ (zero operator) คือ การส่ง :T X Y  ซึ่งนิยามโดย 0Tx   

ส าหรับทุก x X  

3. ให้  1

1 1 0... :n n

n nX a t a t a t a n

       และนิยาม    Tx t x t   

เมื่อ  ,t a b  และ x X  จะได้วา่ T  เป็นตัวด าเนนิการเชิงเส้นบน X  

4. ให้    : , ,T C a b C a b  นิยามโดย 

   
t

a
Tx t x s ds   

เมื่อ  ,t a b  จะได้วา่ T  เป็นตัวด าเนนิการเชิงเส้น 

 

บทนิยาม 2.6 ให้  X  และ Y  เป็นปริภูมินอร์ม และให้   :T D T Y  เป็นตัว

ด าเนินการเชิงเส้น จะกล่าวว่า T  เป็นตัวด าเนินการที่มีขอบเขต (bounded operator) ถ้ามี 0c   

ซึ่ง 

Tx c x   ส าหรับทุก  x D T  

 

บทนิยาม 2.7 ก าหนดให ้ X  เป็นปริภูมิเวกเตอร์ และให้ , : X X   F  เป็นฟังก์ชัน 

ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้ 

(IP1) , 0x x    และ , 0x x    ก็ต่อเมื่อ 0x   



 

(IP2) , , ,x y z x z y z          

(IP3) , ,x y x y       

(IP4) , ,x y y x      

ส าหรับทุก , ,x y z X  และทุกจ านวนสเกลาร์   

เรียก ,x y   ว่า ผลคูณภายในของเวกเตอร์ x  กับ y  และเรียกคู่อันดับ  , ,X    ว่า ปริภูมิผล

คูณภายใน (inner product space) 

 

หมายเหตุ 3.1.1 

1. ถ้า X  เป็นปริภูมเิวกเตอร์ค่าจรงิ แล้ว , ,x y y x      

2. จากบทนิยาม 3.1.1 จะได้วา่ 

  2.1 , , , ,x y z x y y z            

  2.2 , ,x y x y       

  2.3 , , ,x y z x y x z             

ส าหรับทุก , ,x y z X  และทุกจ านวนสเกลาร์ ,   

 

บทตั้ง 2.1 อสมการโคชี-ชวารส์ (Cauchy-Schwarz inequality) 

ถ้า X  เป็นปริภูมผิลคูณภายในแลว้ 

,x y x y    ส าหรับทุก ,x y X   

นอกจากนี ้ ,x y x y    ก็ต่อเมื่อ  ,x y  เป็นเซตไม่อิสระเชงิเส้น 

 

ทฤษฎีบท 2.2 ถ้ า  X  เป็นปริภูมิผลคูณภายใน แล้วฟั งก์ ชัน    ที่ นิยามโดย 

,x x x    เมื่อ x X  เป็นนอรม์บนปริภูมิ X  

ทฤษฎีบท 2.3  ให้ X  เป็นปริภูมผิลคูณภายใน จะได้วา่ ถ้า nx x  และ ny y  แล้ว 

, ,n nx y x y      
 

บทตั้ง 2.2 ถ้า X  เป็นปริภูมผิลคูณภายใน แล้ว 

 2 2 2 2
2x y x y x y       ส าหรับทุก ,x y X  

 

บทนิยาม 2.8 ถ้า  , ,X    เป็นปริภูมผิลคูณภายในบริบูรณ์ แล้วเรยีก X  ว่า ปริภูมิฮิล

เบิรต์ (Hilbert space) 



 

ตัวอย่าง 2.9 

1.  , ,N    เป็นปริภูมฮิิลเบิรต์ เมื่อ 

1 1, ... N Nx y x y x y      
ส าหรับทุก  1,..., Nx x x  และ  1,..., Ny y y  ใน N  

2.  , ,N    เป็นปริภูมฮิิลเบิรต์ เมื่อ 

1 1
, ... N Nx y x y x y      

ส าหรับทุก  1,..., Nx x x  และ  1,..., Ny y y  ใน N  

3.   2 , , ,L a b    เป็นปริภูมฮิิลเบิรต์ เมื่อ 

   ,
b

a
x y x t y t dt     

ส าหรับทุก  2, ,x y L a b  

4.  2 , ,   เป็นปริภูมฮิิลเบิรต์ เมื่อ 

1

, i i

i

x y x y




    

ส าหรับทุก  1 2, ,...x x x  และ  1 2, ,...y y y  ใน 2  

 

บทนิยาม 2.9  ให ้ X  เป็นปริภูมิเวกเตอร์ โดยที่ M X  จะกล่าวว่า M  เป็นเซตคอน

เวกซ์ (convex set) ก็ต่อเมื่อ  1tx t y M    ส าหรับทุก ,x y M  และทุก  0,1t  

 

ตัวอย่าง 2.10 

1. ทุกปริภูมิย่อยของปริภูมิเวกเตอร์ X  เป็นเซตคอนเวกซ์ 

2.    ; :B x r x x r   เป็นเซตคอนเวกซ์ 

3.        0,1 0,1 0,1 ... 0,1
N
     เป็นเซตคอนเวกซ์ใน N  

 

ทฤษฎีบท 2.4 ให ้ I  เป็นเซตดรรชนี และถ้า  i i I
C


 เป็นวงศข์องเซตคอนเวกซ์ในปริภูมิ

เวกเตอร์ X  แล้ว i

i I

C


 เป็นเซตคอนเวกซ์ใน X  

 

บทนิยาม 2.10 ให้ Y  เป็นปริภูมิย่อยปิดของปริภูมิฮิลเบิร์ต H  และนิยามการส่ง 

:P H Y  โดย Px y  เมื่อ x H  เราเรียกการส่ง P  ว่า ภาพฉายเชิงตั้งฉาก (orthogonal 

projection) หรอืภาพฉายเชิงเมตริก (metric projection) จาก H  ไปทั่วถึง Y  

 



 

บทตั้ง 2.3 ให้ H  เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ต โดยมี C  เป็นเซตย่อยปิดคอนเวกซ์ของ H  และให้ 

x H  และ y Px C   จะได้วา่ 

 ,x y d x C   ก็ต่อเมื่อ , 0x y y z       ส าหรับทุก z C  

 

ก าหนดให้ C  เป็นเซตย่อยปิดคอนเวกซ์ที่ไม่ใช่เซตว่างของ H  และให้ :CP H C  และ

ถ้าแต่ละ x H   

  Cx P x x y     ส าหรับทุก y C                                                              

เราเรยีก CP  ว่า ภาพฉายเชิงเมตริก (metric projection) ของ H  ไปยัง C  และนอกจากนี้

จะได้วา่ CP  เป็นการสง่แบบไม่ขยาย 

 

บทตั้ง 2.4 ให้ C เป็นเซตย่อยปิดคอนเวกซ์ที่ไม่ใช่เซตว่างของปริภูมิฮิลเบิร์ต H  ให้ 

:T C C เป็นการส่งแบบไม่ขยาย จะได้ว่า I T  เป็นการส่งแบบกึ่งปิดที่ 0 นั่นคือ ถ้า  nx  ลู่

เข้าแบบอ่อนไปยัง x C  และ 0n nx Tx   แล้ว x Tx   

 

บทตั้ง 2.5 ให้  nx และ  nz  เป็นล าดับที่มขีอบเขตในปริภูมบิานาค E  และให้  n  

เป็นล าดับใน  0,1  ซึง่เป็นไปตามเงื่อนไขดังต่อไปนี้  
0 liminf limsup 1n n n n      

สมมตวิ่า  1 1n n n n nx x z      ส าหรับทุก 0n  และ 

 1 1limsup 0n n n n nz z x x         จะได้วา่  lim 0n n nz x    

 

บทตั้ง 2.6 ให้  na เป็นล าดับจ านวนจริงบวก โดยที่  1 1n n n n na a       ส าหรับ

ทุก 0n  เมื่อ  n เป็นล าดับในช่วง  0,1  และ  n  เป็นล าดับของจ านวนจริงซึ่งสอดคล้องกับ

เงื่อนไขต่อไปนี ้

(1) 
0 nn





   

(2) limsup 0n n   หรอื 
0 n nn
 




   

จะได้วา่ lim 0n na   

ทฤษฎีบท 2.5  ทฤษฎีบทการหดตัวของบานาค (Banach’s contraction theorem)  

ถ้า X  เป็นปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ และ :f X X  เป็นการส่งแบบหดตัว แล้ว f  มีจุดตรึงเพียง

จุดเดียวใน X  

ให้ H  เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ตจ านวนจริงที่ประกอบด้วยผลคูณภายในเป็น ,  และนอร์ม 
 ให้C  เป็นเซตย่อยนูนปิดที่ไม่เป็นเซตว่างของ H  แล้วส าหรับทุกจุด x H  จะมีจุดที่ใกล้ที่สุด



 

เพียงจุดเดียวในC  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ ( )CP x  ที่ซึ่ง ( )Cx P x x y    ส าหรับทุก y C   

จะเรียก CP  ว่าภาพฉายระยะทางของ H  ไปยังC  เป็นที่รู้จักกันโดยทั่วไปว่าในปริภูมิฮิลเบิร์ต CP  

คือการส่งแบบไม่ขยาย นอกจากนีส้ าหรับ x H  และ *x C  ข้อความตอ่ไปนีเ้ป็นจรงิ  

* * *( ) , 0Cx P x x x x y       ส าหรับทุก y C                 2.1   

จากที่กล่าวมาข้างตน้ การส่ง :T C H  จะเรียกว่าการส่งแบบไม่ขยายถ้า  

  Tx Ty x y     ส าหรับทุก  ,x y C   

และก าหนดเซตของจุดตรึงของ T  โดย ( )F T  ซึ่งเป็นที่รู้กันดีว่า ถ้า C  เป็นเซตย่อยนูนปิดที่มี

ขอบเขตและ :T C C  เป็นการส่งแบบไม่ขยายแล้ว ( )F T   ส าหรับตัวอย่างดูได้จาก

เอกสารอ้างอิง 8  การส่ง :f H H  เราจะเรียกว่าการส่งแบบหดตัว ถ้ามีคา่คงที่  0,1   ซึ่ง

ท าให้  

( ) ( )f x f y x y     ส าหรับทุก ,x y H   

ส าหรับฟังก์ชันเชิงคู่ค่าสมดุล :h C C   จะเรียก h  ว่าสอดคล้องกับเงื่อนไข ( )A  

ถ้า h  สอดคล้องกับเงื่อนไข 3   ข้อ ดังตอ่ไปนี ้

  i  h  เป็นล าดับทางเดียว  monotone   นั่นคือ  ( , ) ( , ) 0h x y h y x   ส าหรับ

ทุก ,x y C   

 ( )ii  ส าหรับแต่ละ 
0

, , , lim ( (1 ) , ) ( , )
t

x y z C h tz t x y h x y


      

 ( )iii  ส าหรับแต่ละ ,x C  ( , )y h x y  เป็นเซตนูน  convex  และฟังก์ชันกึ่ง

ต่อเนื่องลา่ง  lower semicontinuous   

ถ้าฟังก์ชันเชิงคู่ค่าสมดุล :h C C R   สอดคล้องกับเงื่อนไข  A  จะได้ข้อความจริง 

2   ข้อส าคัญดังตอ่ไปนี ้ ซึ่งสามารถค้นคว้าเพิ่มเติมจากเอกสารอ้างองิ 1,2  

บทตั้ง 2.7 ให้ C  เป็นเซตย่อยนูนปิดที่ไม่เป็นเซตว่างของ H  และให้ :h C C   

เป็นฟังก์ชันเชงิคู่คา่สมดุล สอดคล้องกับเงื่อนไข  A  ให้ 0r   และ x H  แล้วจะมี y C   

ที่ซึ่งสอดคล้องกับอสมการดังต่อไปนี้ 
1

( , ) , 0h y z z y y x
r

      ส าหรับทุก z C                  2.2   

 



 

บทตั้ง 2.8  สมมติว่า h  สอดคล้องกับสมมติฐานเดียวกันกับบทตั้ง 2.1 ส าหรับ 0r   

และ x H  ก าหนดการสง่ :rS H C  ดังตอ่ไปนี้ 

1
( ) : ( , ) , 0,rS x y C h y z z y y x z C

r

 
        
 

 ส าหรับทุก y H        2.3   

แล้วขอ้ความตอ่ไปนีเ้ป็นจรงิ 

 1  rS  เป็นค่าเดี่ยวและ rS  เป็น การส่งไม่ขยายแนน่หนา (firmly nonexpansive) 

ส าหรับทุก ,x y H  ที่ซึ่ง  

2
,r r r rS x S y S x S y x y                     2.4   

 2    ( )rF S SEP h  และ ( )SEP h  เป็นเซตปิดและเซตนูน 

เราจึงจ าเป็นต้องมีบทแทรกดังตอ่ไปนี ้ใช้ส าหรับการพิสูจนท์ฤษฎีหลัก 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

บทท่ี 3 

 

ผลลัพธ์หลัก 

 

ในส่วนนี้ อันดับแรก ยองฮองเยา (Yonghong Yao) และคณะ ยอง-เชงไลอู เจนชีเหยา 

(Yeong-Cheng Liou, Jen-ChihYao) แนะน ากระบวนการท าซ้ า เขาได้พิสูจน์ทฤษฎีการลู่เข้าอย่าง

เข้มส าหรับกระบวนการท าซ้ า ที่เฉพาะเจาะจงมากขึ้น  ให้ 1 2, ,...T T  เป็นการส่งแบบไม่ขยายจาก 

C  ไปยัง C  และให้ 1 2, ,...   เป็นจ านวนจริง ที่ซึ่ง 0 1i   ส าหรับทุก i   ส าหรับทุก 

n  ก าหนดการสง่ nW  ของ C  ไปยัง C  ดังตอ่ไปนี้ 

 

, 1

, , 1

, 1 1 1 , 1

, , 1

,2 2 2 ,3 2

,1 1 1 ,2 1

,

(1 ) ,

1 ,

(1 ) ,

(1 ) ,

(1 )

n n

n n n n n n n

n n n n n n n

n k k k n k k

n n

n n n

U I

U T U I

U T U I

U T U I

U T U I

W U TU I

 

 

 

 

 





   





  

  

  

  

   

                          3.1   

ซึ่ง การส่ง nW  เรียกว่า การส่ง W  สร้างขึ้นโดย 1 1, ,...,n nT T T  และ 1 1, ,...,n n    

สามารถดูได้จากเอกสารอ้างองิ 11   

จากนั้นยองฮองเยา และคณะยอง-เชงไลอู เจนชีเหยาได้แนะน ากระบวนการท าซ้ าต่อไปนี้  

ให้ f  เป็นการส่งแบบหดตัวของ H  ไปยัง H  พร้อมกับสัมประสิทธิ์  0,1   และให้ 0x H  

ก าหนดให้   
1n n

x



 และ  

1n n
y



  เป็นล าดับ ที่ถูกสร้างโดยระเบียบวิธีต่อไปนี้ 

1
( , ) , 0n n n n

n

h y x x y y x
r

      ส าหรับทุก x C                  3.2  

1 ( )n n n n n n n nx f x x W y       

เมื่อ    n n  และ  n   เป็นล าดับใน  0,1  ที่ซึ่ง 1n n n      และ  nr  เป็น

ล าดับของจ านวนจริงใน  0,  h  เป็นฟังก์ชันเชิงคู่ค่าสมดุลและ nW  เป็นการส่ง W  ที่ก าหนด

โดย  3.1   



 

ยองฮองเยาและคณะได้น า เสนอข้อสรุปที่ส าคัญดั งต่อไปนี้ เกี่ ยวกับ  nW  จาก

เอกสารอ้างองิ  12,13  ในปริภูมิฮลิเบิรต์ดังตอ่ไปนี้ 

 

บทตั้ง 3.1 ให้ C  เป็นเซตย่อยนูนปิดที่ไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิฮิลเบิร์ตจ านวนจริง H  

ให้ 1 2, ,...T T  เป็นการส่งไม่ขยายของ C  ไปยัง C  ที่ซึ่ง 
1

( )ii
F T




  และให้ 1 2, ,...   เป็น

จ านวนจรงิ ที่ซึ่ง 0 1i b    ส าหรับทุก  i  แล้วส าหรับทุก x C  และ k N   

จะได้วา่
 ,lim n k

n
U x


 หาค่าได้ 

 

ข้อสังเกต (3.2) จากบทตั้ง 3.1 เราจะได้ว่า ถ้า C  มีขอบเขต แล้วส าหรับทุก 0  จะมี

จ านวนเต็มบวกร่วม 0N  ที่ซึ่ง ส าหรับ 0n N  แล้วจะได้ว่า , ( )n k kU x U x    ส าหรับทุก

สามารถศึกษาได้จากบทตั้ง 3.2 ในเอกสารอ้างองิ 13  ซึ่งเขาพิสูจน์ดังต่อไปนี ้ให้ 
1

( )nn
w F T




  

จาก C  มีขอบเขตจะมีคงที่ 0M   ที่ซึ่ง x w M   ส าหรับทุก x C  ก าหนดให้ k N  แล้ว

ส าหรับทุก x C  และทุก n N  พร้อมดว้ย n k  เราจะได้วา่
  1

1, , 2
n

n k n k ii k
U x U x 



 
     

พิสูจน์  ให้ 0   แล้วจะมี 0n N  โดยที่ 0n k  ที่ซึ่งส าหรับทุก x C  จะได้ว่า 

 
0 2 1

2

n k b
b

M
  

   ดังนัน้ส าหรับทุก x C  และทุก ,m n  ที่ซึ่ง 0m n n   เราจะได้วา่ 

1

, , 1, ,

11

1
2

2

2

2

2

1

m

m k n k j k j k

j n

jm

i

j n i k

m
j k

j n

n k

U x U x U x U x

x w

M b

Mb

b













 


 



 

  

  
   

  



 




 



                   3.3   

 

ข้อสั ง เกต  (3.3) จากบทตั้ ง  3.1 ก าหนดการส่ ง  W  ของ  C  ไปยั ง  C  โดย
 

,1lim limn n
n n

Wx W x U x
 

   ส าหรับทุก x C  ซึ่ง W  เรียกว่าการส่ง W  สร้างโดย 
1 2, ,...T T  และ 

1 2, ,...   เราสังเกตว่าถ้า   nx  เป็นล าดับมีขอบเขตใน C  แล้วเราจะได้วา่  

lim 0n n n
n

Wx W x


                     3.4   



 

จากข้อสังเกต 3.1 เราจะได้ว่า ส าหรับทุก 0  จะมี 0n  ที่ซึ่ง nWx W x    ส าหรับ

ทุก  nx x  และส าหรับทุก 0n n  ในกรณีเฉพาะได้ว่า n n nWx W X    ส าหรับทุก 0n n  

สรุปได้วา่ lim 0n n n
n

Wx W x


    

บทตั้ง 3.4  ให้ C  เป็นเซตย่อยนูนปิดที่ไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิฮิลเบิร์ตจ านวนจริง H  

ให้  เป็นการส่งแบบไม่ขยายจาก C  ไปยัง C  ที่ซึ่ง  1
( )ii

F T



   และให้ 1 2, ,...   

เป็นจ านวนจรงิที่ซึ่ง0 1i b    ส าหรับทุก i  แล้วจะได้วา่
 1

( ) ( )ii
F W F T




   

 

ทฤษฎีบท 3.5  ให้ C  เป็นเซตย่อยนูนปิดที่ไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิฮิลเบิร์ตจ านวนจริง 

H  ให้ :h C C   เป็นฟังก์ชันเชิงคู่ค่าสมดุลที่สอดคล้องกับเงื่อนไข  A  และให้  
1i i

T



 เป็น

วงศ์ไม่จ ากัดของการส่งไม่ขยายจาก C  ไปยัง C  ที่ซึ่ง  
1

( )ii
F T SEP h




   สมมติ  

   n n   และ  n  เป็นล าดับใน  0,1  ที่ซึ่ง 1n n n      และ    0,nr    สมมติ

เงื่อนไขดังต่อไปนีเ้ป็นจรงิ 

   lim 0n
n

i 


  และ
0

n

n






    

   0 liminf limsup 1n n
n n

ii  
 

      

   liminf 0n
n

iii r


  และ
 

 1lim 0n n
n

r r


    

ให้ f  เป็นการส่งแบบหดตัวจาก H  ไปยัง H และก าหนดให้ 0x H  แล้วจะได้ว่าล าดับ 
 nx   แ ล ะ   ny   ที่ ถู ก ส ร้ า ง โ ด ย ก ร ะ บ ว น ก า ร ท า ซ้ า  3.2   ลู่ เ ข้ า อ ย่ า ง เ ข้ ม ไ ป ยั ง 

*

1
( ) ( )ii

x F T SEP h



   เมื่อ 

1

* *

( ) ( )
( )

i iF T SEP h
x P f x

 
   

พิสูจน์  

ให้ 
1 ( ) ( )i iF T SEP h

Q P 
 

  ก าหนดให้ f  เป็นการสง่แบบหดตัวกับสัมประสิทธิ์  0,1    

ถ้า
        Qf x Qf y f x f y x y       ส าหรับทุก ,x y H   

ฉะนั้น Qf  เป็นการหดตัวของ H  ไปยัง H  ซึ่งจะได้ว่ามีสมาชิก *x  เพียงหนึ่งเดียวใน H  ที่ซึ่ง 

 * *x Qf x  ในขณะเดียวกัน ก าหนดให้ *x C   

1 2, ,...T T



 

ให้
1

( ) ( )ii
p F T SEP h




   จากบทนิยามของ rS  ก าหนดให้ 

nn r ny S x  ดังต่อไปนี้ที่ 

n nn r n r ny p S x S p x p      ต่อไป จะพิสูจน์ว่า  nx  และ  ny  มีขอบเขต จาก  3.1  

และ  3.2  จะได้วา่ 
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( ( ) )
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n n n

n n

n

n n

p x p

x p f p p x p

x p f p p

f p p
x p

f p p
x p

x p f p p



   

  


 



 
 





   

      

       

 
       

 
       

 
    

 
                3.5   

ดังนัน้   nx  มีขอบเขต เชน่เดียวกับ    n n ny W y  และ   nf x  มีขอบเขต 

ใช ้M  เป็นค่าคงที่ ให้  1 1n n n n nx x z      ส าหรับทุก 0n   จะได้วา่ 

      

 

2 1 1 1
1

1

1 1
1

1 1

1 1
1 1

1 1

1 1

1 1 1

1 1 1

n n n n n n
n n

n n

n n n
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               3.6  

ฉะนั้น 

 

1 1
1 1

1 1

1 1
1 1

1 1

( )
1 1 1

1 1 1

n n n
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               3.7  



 

เนื่องจาก iT  และ 
,n iU  เป็นการสง่แบบไม่ขยาย จาก  3.1  จะได้วา่ 

1 1 1 1,2 1 1 ,2

1 1,2 ,2

1 2 1,3 ,3

1 2 1, 1 , 1

1

. . .

n n n n n n n

n n n n

n n n n
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W y W y TU TU y
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                 3.8  

เพราะฉะนั้น 

1 1 1 1 1 1

1 1

1

n n n n n n n n n n n n

n

n n

i

W y W y W y W y W y W y

y y M 

     





    

                   3.9  

แทน  3.9  ลงใน  3.7  จะได้วา่ 

1 1
1 1

1 1

1 1 1
1

11 1 1

( )
1 1 1

1 1 1 1

n n n
n n n n n

n n n

n
n n n n

n n n n i

in n n n

z z x x f x
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             3.10  

จาก 
nn r ny S x  และ 

1 1nn r ny S x   จะได้วา่ 

 
1

, , 0n n n n

n

h y x x y y x
r

      ส าหรับทุก x C              3.11  

 1 1 1 1

1

1
, , 0n n n n

n

h y x x y y x
r

   



      ส าหรับทุก  x C             3.12  

แทน 1nx y   ใน  3.11  และ nx y  ใน  3.12  จะได้วา่ 

 1 1 1

1
, , 0n n n n n n

n

h y y y y y x
r

                     3.13  

 1 1 1 1

1

1
, , 0n n n n n n

n

h y y y y y x
r

   



                   3.14  

จาก h  เป็นล าดับทางเดียว จะได้วา่ 



 

1 1( , ) ( , ) 0n n n nh y y h y y                    3.15  

ฉะนั้นจาก  3.13  สามารถสรุปได้วา่ 

1
1

1

, , 0n n n n
n n

n n

y x y x
y y

r r






 
                  3.16  

เพราะฉะนั้น 

 1 1 1 1 1

1

, 0n
n n n n n n n n

n

r
y y y y y x y x

r
    



                    3.17  

เมื่อ liminf 0n
n

r


  สมมติ   เป็นจ านวนจริงใดๆ ที่ซึ่ง 0nr    ส าหรับทุก n  จะ

ได้วา่ 
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1 1 1 1 1

1

1 1 1 1

1

, 1
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n
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n
n n n n n n
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                       3.18  

เพราะฉะนั้น 

1 1 1n n n n n n

M
y y x x r r


                             3.19   

แทน  3.19 ใน  3.10 จะได้วา่ 

1 1 1
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1 1 1
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11 1 1
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     3.20  

พร้อมดว้ย 0n   และ 1 0n nr r    บ่งบอกว่า  

   1 1lim 0n n n n
n

Sup z z x x 


       



 

ฉะนั้นโดย บทตั้ง 2.3  ได้วา่ 1 0n nz z    ที่n  ดังนัน้ 

   1lim lim 1 0n n n n n
n n

x x z x
 

                     3.21  

จาก  3.19 และ  1lim 0n n
n

r r


   จะได้วา่
 

 1lim 0n n
n

y y


     

เมื่อ  1n n n n n n n nx f x x W y        จะได้วา่ 

 

1 1

1

n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

x W y x x x W y

x x f x W y x W y 

 



    

     
              3.22  

นั่นคือ   

 1

1

1 1

n
n n n n n n n n

n n

x W y x x f x W y


 
    

 
              3.23  

ฉะนั้น 

 lim 0n n n
n

x W y


   ส าหรับ    1ip F Ti SEP h

   จาก rS  เป็นการส่งไม่ขยาย

หนาแนน่ จะได้วา่ 
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n n n n

y p S x S p

S x S p x p

y p x p

y p x p x y

  

  

  

     

                3.24  

เพราะฉะนั้น 

 2 2 2

n n n ny p x p x y                       3.25  

ดังนัน้ 

 

2 2 2 2

1

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

( )

( )

( ) ( )

( )

n n n n n n n n

n n n n n n
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n n n n n n

x p f x p x p W y p

f x p x p y p

f x p x p x p x y

f x p x p x y

  

  

  

 

       

     

       

     

           3.26  

จากนั้น   



 

2 2
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2

1 1
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n n n n n n n

n n

n n n n n n

x y f x p x p x p

x p x p
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             3.27  

จาก lim inf 0n
n




  ดังนัน้จะได้วา่ 

                          lim 0n n
n

x y


                   3.28  

จาก n n n n n n n nW y y W y x x y       จะได้วา่  0n n nW y y  ในขณะเดียวกัน 

จะได้วา่ 

n n n n n n n n nW y y Wy W y W y y                     3.29  

ซึ่งจาก  3.29 และ บทตั้ง 3.2 จะได้วา่
 
lim 0n n n
n

W y y


  ต่อไปจะแสดงวา่ 

 * * *limsup , 0n
n

f x x x x


                   3.30  

ซึ่ง 
   * *

( )F W SEP h
x P f x


  ล าดับแรกสามารถเลือก  

jny  ของ  ny ที่ซึ่ง 

   * * * * * *lim , lim sup ,
jn n

n n
f x x y x f x x y x

 
                   3.31  

เมื่อ  ny  มีขอบเขต  
jny เป็นล าดับใดๆของ  ny  ที่ลู่เข้าอย่างอ่อน ไปยัง w  สมมติ

ว่า
jny w  อย่างอ่อน จาก 0n n nW y y   ซึ่งทราบว่า 

jnWy w  อย่างอ่อน ตอนนีจ้ะแสดง

ว่า  w SEP h   

โดย 
nn r ny S x  จะมี  

1
, , 0n n n n

n

h y x x y y x
r

     ส าหรับทุกๆ x C  จากล าดับ

ทางเดียวของ h   

จะมี  
1

, ( , ) ,n n n n n n

n

x y y x h y x h x y
r

     และ เพราะฉะนั้น 

              
 ,

j j

j j

j

n n

n n

n

y x
x y h x y

r


                   3.32  

เมื่อ 
( )

0
j j

j

n n

n

y x

r


 และ 

jny w  อย่างเข้ม จาก  ,h x y เป็นฟังก์ชันกึ่งต่อเนื่องล่าง  

บนล าดับที่สอง นั่นคือตัวแปร y  จะได้ว่า  , 0h x w   ส าหรับทุก x C  ส าหรับ t  โดย 



 

0 1t   และ  x C ให้   1tx tx t w    เ มื่ อ  x C และ  w C จะได้ ว่ า  tx C  และ

เพราะฉะนั้น   , 0th x w   ดังนั้นจาก  ,h x y เป็นฟังก์ชันนูนค่าสมดุล บนล าดับที่สองตัวแปร y  

จะได้วา่ 

         0 , , 1 , ,t t t th x x th x x t h x w th x x                    3.33  

ดั งนั้ น   , 0th x x   ฉะนั้ น  มี   , 0h w x   ส าหรับทุก  x C  และเพราะฉะนั้ น 

 w SEP h   

จะแสดงว่า  w F W  สมมต ิ  w F W เมื่อ 
jny w

 
อย่างเข้ม และ w Ww  จาก

เงื่อนไข โอเปียล ม ี

lim inf lim inf

lim inf ( )

lim inf

j j

j j j
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n n
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n n n
j

n
j
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               3.34  

เกิดขอ้ขัดแย้ง ดังนัน้    1i iw F T SEP h

  เมื่อ 
     

1

* *

i iF T SEP h
x P f x

 
   

จะได้วา่ 

   

 

 

* * * * * *

* * *

* * *

limsup , lim ,

lim ,
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j
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              3.35  

ล าดับแรกจะพิสูจน์ว่า  nx  ลู่เข้าอย่างเข้มไปยัง    *

1i ix F T SEP h

   จาก  3.2

จะได้วา่ 
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ท าให้ได้ว่า 
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             3.37  

เมื่อ  2 1

1

n

n

n

 








 และ 

     * * *

1

1

2 1 1 ,

n
n

n

M

f x x x x




  

 
   

   

เห็นได้ง่ายว่า 
0

n

n






   และ lim sup 0n
n




  ประยุกต์ใช้ บทตั้ง 2.4 และ  3.35  ถึง  3.37  

สรุปว่า  *

nx x n   ดังนัน้ จาก  3.28  จะได้วา่  *

ny x n   จบการพิสูจน์ 

บทตั้ง 3.6  ให้ C  เป็นเซตย่อยนูนปิดที่ไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิฮิลเบิร์ตจ านวนจริง H  

ให้ :h C C   เป็นฟังก์ชันเชิงคู่ค่าสมดุลที่สอดคล้องกับเงื่อนไข  A ที่ซึ่ง  SEP h   ให้ 
   n n   และ n  เป็นล าดับใน  0,1  ที่ซึ่ง 1n n n      และ    0,nr    เป็นล าดับ

จ านวนจรงิ  สมมตเิงื่อนไขต่อไปนีเ้ป็นจรงิ 

  lim 0n
n

i 


  และ 
0

n

n






    

  0 liminf lim sup 1n n
n n

ii  
 

     

  liminf 0n
n

iii r


  และ 1lim 0n n
n

r r


    

ให้ f  เป็นการส่งแบบหดตัวจาก H  ไปยัง H  และก าหนดให้ 0x H  แล้วจะได้ว่า

ล าดับ  nx  และ  ny  ที่ถูกสร้างโดยกระบวนการท าซ้ า 

  
1

, , 0n n n n

n

h y x x y y x
r

       หรับทุก x C   



 

 1n n n n n n nx f x x y                      3.38  

แล้วจะได้วา่ล าดับ  nx  และ  ny  สร้างโดย  3.38  ลู่เข้าอย่างเข้มไปยัง  *x SEP h  

เมื่อ
    * *

SEP h
x P f x  

พิสูจน์ แทน iT x x  ส าหรับทุก x C  ใน  3.1  แล้ว nW x x  ส าหรับทุก x C ดัง

ข้อสรุปต่อไปนี ้จาก ทฤษฎีบท 3.1 ทฤษฎีนีเ้ป็นจรงิ 

บทตั้ง 3.7  ให้C  เป็นเซตย่อยนูนปิดที่ไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิฮิลเบิร์ตจ านวนจริง H  

ให้  
1i i

T



 เป็นวงศ์ไม่จ ากัดของการส่งไม่ขยายจาก C  ไปยัง C  ที่ซึ่ง  

1 ii
F T




   ให้ 

   n n   และ  n  เป็นล าดับใน  0,1  ที่ซึ่ง 1n n n       สมมติเงื่อนไขดังต่อไปนี้เป็น

จรงิ 

   lim 0n
n

i 


  และ
0

n

n






    

   0 limsup 1n
n

ii 


     

ให้ f  เป็นการส่งแบบหดตัวจาก H  ไปยัง  H และก าหนดให้ 0x H  ให้  nx  เป็น

ล าดับที่ถูกสร้างโดยกระบวนการท าซ้ า 

 1n n n n n n n C nx f x x W P x                     3.39  

แล้วจะได้วา่ล าดับ nx ลู่เข้าอย่างเข้มไปยัง
   

1

* *

i iF T
x P f x


   

พิสูจน์ ก าหนด  , 0h x y   ส าหรับทุก ,x y C  และ 1nr   ส าหรับทุก n  แล้ว

จะม ี n C ny P x   จาก  3.2  จะได้วา่ 

 1n n n n n n n C nx f x x W P x                     3.40  

ฉะนั้นจะได้ขอ้สรุปดังตอ่ไปนี ้จากทฤษฎีบท 3.5 จบการพิสูจน ์
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ตัวอย่างและผลเฉลยเชิงตัวเลข 

 

ก าหนดให้ H    , 0,4C   , :
nr

S H H    
1

2
2nr

S x x   ส าหรับทุก 0n    

ให้ :T C C  ก าหนดโดย
 

sin( 3.57)
3.53

2

x
Tx


   สร้าง 

   :nT C C  ก าหนดโดย 1 1
1nT x x Tx

n n

 
   

 
 ส าหรับทุก 1n   และ  0T x x   

ให้ 1

1
n

n
 


 และ 

5 2
n

n

n
 


  

 

 

ตารางแสดงค่าของ nx  และ Error  

 

n  
x
n  Error  

0 2 0.333333333 

1 1.66666667 0.484981015 

2 2.15164768 0.626019405 

3 2.77766709 0.47642517 

4 3.25409226 0.287960892 

5 3.54205315 0.15400588 

6 3.69605903 0.080441096 

7 3.77650012 0.04490927 



 

8 3.82140939 0.028164231 

9 3.84957363 0.01975195 

10 3.86932558 0.014995928 

11 3.8843215 0.011959896 

12 3.8962814 0.009836013 

13 3.90611741 0.008259545 

14 3.91437696 0.007044442 

15 3.9214214 0.006083442 

16 3.92750484 0.005308599 

17 3.93281344 0.00467406 

18 3.9374875 0.004147564 

19 3.94163507 0.003705735 

20 3.9453408 0.003331244 

21 3.94867204 0.003011007 

22 3.95168305 0.002734987 

23 3.95441804 0.002495372 

24 3.95691341 0.002286012 

25 3.95919942 0.002102003 

26 3.96130142 0.001939403 



 

27 3.96324083 0.001795006 

28 3.96503583 0.001666187 

29 3.96670202 0.001550779 

30 3.9682528 0.001446979 

31 3.96969978 0.00135328 

32 3.97105306 0.001268408 

33 3.97232147 0.001191289 

34 3.97351275 0.001121004 

35 3.97463376 0.001056768 

36 3.97569053 0.000997905 

37 3.97668843 0.000943833 

38 3.97763226 0.000894043 

39 3.97852631 0.000848096 

40 3.9793744 0.000805604 

41 3.98018001 0.000766231 

42 3.98094624 0.000729678 

43 3.98167592 0.000695681 

44 3.9823716 0.000664008 

45 3.9830356 0.000634451 



 

46 3.98367006 0.000606825 

47 3.98427688 0.000580967 

48 3.98485785 0.000556728 

49 3.98541458 0.000533976 

50 3.98594855 0.000512591 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

กราฟค่า xn  

 

 

 

กราฟค่า Error   
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กราฟของฟังก์ชัน 1
2

2nr
S x x   ส าหรับทุก 0n   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

กราฟของฟังก์ชัน sin( 3.57)
3.53

2

x
Tx


   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

กราฟของฟังก์ชัน 1 1
(1 )nT x x Tx

n n
      และ 0T x x  
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สรุปผล 

 

ทฤษฎีบท 3.5 ให้ C  เป็นเซตย่อยนูนปิดที่ไม่เป็นเซตว่างของปริภูมิฮิลเบิร์ตจ านวนจริง 

H  ให้ :h C C   เป็นฟังก์ชันเชิงคู่ค่าสมดุลที่สอดคล้องกับเงื่อนไข  A  และให้  
1i i

T



 เป็น

วงศ์ไม่จ ากัดของการส่งไม่ขยายจาก C  ไปยัง C  ที่ซึ่ง  
1

( )ii
F T SEP h




   สมมติ

   n n   และ  n  เป็นล าดับใน  0,1  ที่ซึ่ง 1n n n      และ    0,nr    สมมติ

เงื่อนไขดังต่อไปนีเ้ป็นจรงิ 

   lim 0n
n

i 


  และ
0

n

n






    

   0 liminf 1n
n

ii 


     

   liminf 0n
n

iii r


  และ
 

 1lim 0n n
n

r r


    

ให้ f  เป็นการส่งแบบหดตัวจาก H  ไปยัง  H และก าหนดให้ 0x H  แล้วจะได้ว่า

ล าดับ   nx  และ  ny  ที่ ถู กสร้ างโดยกระบวนการท าซ้ า   3.2  ลู่ เ ข้ าอย่ าง เข้มไปยั ง 
*

1
( ) ( )ii

x F T SEP h



   เมื่อ 

1

* *

( ) ( )
( )

i iF T SEP h
x P f x
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